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内 客 简 全 


群 表 示 理 论 是 近代 数学 中 发 展 迅 于 且 相 当 活 腻 芍 数学 分 支 , 它 在 量子 力 
学 .量子 化 学 . 核 结 构 .团体 物理 , 场 论 等 的 研究 中 有 十 分 广泛 的 应 用 . 本 书 肯 
在 全 面 讲述 群 的 表示 理论 .全 局 共 分 四 章 , 内容 包 括 ， 有 限 群 的 常 表示 ,包括 
线 覆 表示 的 基本 概念 .特征 标 理论 和 诱导 表示 的 一 系列 重要 结果 :有 限 群 的 
模 表 示 , 包 揪 Brauer 特征 标 理 论 ,Cartan-Brauer 三 角形 的 基本 性 质 和 分 块 
理论 ; 邦 扑 群 的 表示 理论 ,包括 紧 致 拓扑 群 的 表示 与 特征 标 理论 ,Peter-Weyl 
定理 和 局 部 紧 致 交换 群 的 对 偶 理 论 等 .为 了 方便 读 省 ,不 书 力求 自 成 系统 ,在 
第 一 章 较 系 统 地 介绍 了 群 论 , 模 与 代数 的 基础 知识 ;在 附录 中 简要 介绍 了 拓 
扑 空 间 , 射 影 极限 和 Zorn 引 理 等 内 容 .本 书 每 节 后 都 附 有 适量 的 习题 , 以 帮 
助 读者 理解 和 拓 广 正文 的 内 容 . 

读者 只 要 具 备 良 好 的 线性 代数 基础 ,就 可 以 阅读 使 用 本 书 . 本 书 可 作为 
高 等 院 校 数 学 系 ,物理 系 研究 生 与 高 年 级 本 科 生 学 习 有 限 群 表示 论 或 拓扑 群 
宕 示 论 的 教科 书 ,也 可 殿 相 美 专业 的 科学 工作 者 与 高 校 教师 阅读 . 


+ 


前 言 


我 国 实 行 学 位 制度 以 来 ,研究 生 教育 有 了 很 大 的 发 展 , 人 们 逐 
渐 认 识 到 :拓宽 研究 生 的 知识 面 是 时 代 发 展 的 需要 。 许 多数 学 硕士 
点 和 博士 点 都 要 求 在 研究 生 阶 段 设立 专业 基础 课程 ,使 得 不 同 专 
业 、 不 同 专题 方向 的 研究 生 能 对 本 专题 以 外 的 重要 的 、 带 基础 性 的 
近代 发 展 也 有 所 了 解 。 

开设 这 类 研究 生 专业 基础 课程 的 教材 ,当然 是 要 介绍 该 方面 
的 基本 概念 和 基本 方法 .但 在 涉及 近代 的 发 展 上 不 应 过 于 专门 ,要 
照顾 到 各 个 不 同 分 支 的 需要 ;也 不 能 过 于 拘泥 在 技术 细节 上 的 扒 
导 , 而 是 要 在 总 体 上 ,思想 方法 上 给 读者 对 该 学 科 的 主要 内 容 有 一 
个 渍 晰 的 了 解 .因此 在 编写 这 类 教材 时 ,在 深 与 广 、 精 与 粗 、 全 孝 与 
专题 等 方面 要 掌握 适度 才能 使 大 多 数 来 自 不 同 专 题 方向 的 学 生 受 
益 。 

国内 过 去 出 版 的 大 量 为 本 科 生 编写 的 教材 , 因 其 没有 反映 近 
代 的 内 容 , 不 能 满足 需要 ;就 是 许多 为 研究 生 编 写 的 教材 , 因 其 这 
分 专 站 而 不 适用 .可喜 的 是 最 近 儿 年 ,出 现 了 一 批 经 过 一 段 教学 实 
践 答 验 后 符合 上 述 要 求 的 研究 生 专业 基础 课 讲 义 。 出 版 6 天 元 研究 
生 数 学 从 书 》 就 是 为 了 推动 这 类 教材 的 编写 ,促进 我 国 数学 研究 生 
培养 水 平 的 提高 ,希望 得 到 数学 界 同仁 们 共同 的 关心 和 支持 。 
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群 表示 论 是 一 个 历史 久远 ,联系 广泛 .前 景 灿烂 的 数学 分 支 。 

早 在 1807 年 ,J.B. Fourier 为 了 研究 从 物理 学 中 产生 的 偏 微 
分 方程 的 解 ,他 在 法 国 科学 烷 创 立 了 一 种 新 的 数学 方法 ,后 人 称 之 
为 调和 分 析 。 他 把 周期 为 + 的 实 变数 复 函 数 f(x) 分 解 为 

fx) 一 cre 
而 实 变数 z 的 函数 
fr) 一 em nEZ 

正 是 R/2Z 的 全 部 不 可 约 线性 表示 。 因 此 ,古典 的 调和 分 析 本 质 上 
是 群 R/Z 的 表示 理论 。 至 于 群 表 示 论 中 的 特征 标 理论 ,其 渊源 可 
以 追溯 得 更 早 。 Gauss 早 在 1801 年 就 在 数论 的 研究 中 运用 了 特征 
标 理论 。 后 来 ,Dirichlet 运用 特征 称 理 论证 明了 数论 中 著名 的 
Dirichlet 定理 一 一 非 退 化 的 算术 级 数 中 总 有 无 限 多 个 素数 。 

尽管 如 此 ,人 们 还 是 认为 群 表示 论 的 创立 是 从 Frobenius 开 
始 的 。 在 1896 年 及 以 后 的 几 年 里 ,他 系统 地 建立 了 有 限 群 的 表示 
理论 ,并 以 此 来 研究 有 限 群 的 结构 。 后 来 ,他 的 学 生 Schur 继承 了 
Frobenius 的 工作 ,建立 了 非 交 换 群 的 特征 标 理 论 , 不 但 使 有 限 群 
的 表示 理论 日 者 完整 ,而 且 还 与 Weyl 一 起 在 1924 一 1927 年 间 把 
Frobenius 的 理论 推广 到 紧 致 李 群 的 表示 ,开创 了 连续 群 的 表示 理 
论 。 紧 接着 ,Peter 与 Weyl 在 1927 年 发 现 了 紧 致 群 表 示 中 著名 的 
Peter-Weyl 定理 ,使 紧 致 群 上 的 调和 分 析 有 了 坚实 的 基础 。 与 此 
间 时 ,Wey] 与 物理 学 家 Wigner 分 别 运 用 Frobenius 的 理论 到 新 
兴 的 量子 力学 上 去 ,从 此 以 后 , 群 表示 论 在 三 个 方向 上 取得 了 莲 坦 
的 发 展 和 深刻 的 应 用 ， 
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(一 ) 有 限 群 的 模 表 示 理 论 。Schur 在 二 十 年 代 已 经 提出 了 有 
限 群 的 模 表 示 , 他 的 学 生 Brauer 继承 和 发 展 了 Schur 的 工作 , 系 
统 地 创立 了 有 限 群 的 模 表 示 理 论 , 半 个 多 氨 纪 以 来 ,许多 数学 家 在 
这 个 方向 做 了 不 少 工作 ,使 群 表示 论 在 群 的 结构 理论 的 研究 中 成 
为 一 个 强 有 力 的 工具 ,尤其 在 单 群 分 类 问题 的 圆满 解决 中 发 挥 了 
重要 的 作用 。 

(一 ) 连续 群 的 表示 理论 。 有 了 紧 致 群 上 的 表示 理论 ,由 于 许 
多 重要 的 李 群 并 不 是 紧 致 的 ,而 是 局 部 紧 致 的 ,人 们 自然 要 考虑 局 
部 紧 致 群 的 表示 理论 。 问 题 的 关键 是 要 在 局 部 紧 致 群 上 建立 不 恋 
积分 。1933 年 ,Harr 建立 了 局 部 紧 致 群 上 的 Harr 测度 ,为 局 部 紧 
致 群 上 的 调和 分 析 提 供 了 至 实 的 基础 。 接 着 ,TIoarparm 在 1934 
年 建立 了 局 部 紧 致 交换 群 上 的 对 侦 理 论 ,完成 了 局 部 紧 致 交换 群 
上 上 的 表示 理论 ,解决 了 交换 李 群 的 Hilbert 第 五 问题 , 后 来 在 1946 
年 ,Burgman 以 到 TenpdaHr 与 llanmapk 的 工作 创 空 了 非 紧 致 的 局 
部 紧 致 群 上 的 无 限 维 酉 表示 理论 。 氏 为 它 与 理论 物理 ,代数 数论 、 
自 守 函数 、 模 形式 .以 至 类 域 论 等 有 着 非常 密切 的 关系 ,所 以 近 半 
个 世纪 以 来 ,一 直 长 盛 不 衰 。 尤其 是 Langlands 在 1967 年 的 工作 ， 
用 群 表 示 论 的 语言 叙述 和 扩充 了 由 Hecke 建立 起 来 的 数论 理论 ， 
使 群 表示 论 更 加 显得 光辉 炮 烂 。 他 在 那 一 年 壕 用 一 系列 猜想 的 形 
式 担 出 了 所 谓 的 “Langlands 计划 ”。 正 如 Klein 在 1872 年 提出 
“Erlangen 计划 ”一 样 , “Langlands 计划 ”将 长 远 地 指 引 着 数学 的 
这 个 领域 的 发 展 。 而 “Langlands 计划 ”的 核心 之 一 是 率 群 的 无 限 
维 表示 。 

(三 ) 群 表示 论 在 理论 物理 上 的 应 用 。 自 从 Wigner 与 Weyl 
在 1927 年 把 Frobenius 的 理论 应 用 到 由 Heisenberg 与 
Schrodinger 所 发 现 的 新 的 量子 力学 上 以 后 ,Weyl 在 1928 年 完成 
了 量子 力学 中 的 经 典 著作 “ 群 论 和 量子 力学 ”, 在 1939 年 ,他 又 完 
成 了 经 奥 著 作 * 典 型 群 一 一 它 的 表示 与 不 变量 ”。 就 在 这 一 年 ， 
Wigner 确定 了 Poincaré 群 的 所 有 不 可 约 线性 表示 。 近 年 来 , 群 表 
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示 论 在 核 结 构 , 面 体 物 理 . 场 论 中 也 有 深刻 的 应 用 。 因 此 , 群 表示 论 
几乎 成 为 理论 物理 学 家 的 必需 的 基础 。 

为 了 与 群 表 示 论 的 这 段 光辉 灿烂 的 历史 和 波兰 壮阔 的 前 景 相 
适应 ,我 们 想到 应 该 有 一 本 比较 全 面 又 比较 简明 的 介绍 群 琢 示 论 
的 教科 书 。 作 为 一 种 尝试 ,我 们 编写 了 这 本 教材 ,作为 学 习 研 究 群 
表示 论 的 一 个 入 门 向 导 , 供 对 于 群 表 示 论 厨 兴 趣 的 各 专业 研究 生 
和 高 年 级 大 学 生 作为 教材 使 用 。 

本 书 的 内 容 是 这 样 安排 的 ， 第 一 童 作为 预备 知识 ,比较 全 面 
地 介绍 了 群 论 . 模 与 代数 的 基础 知识 ,以 适应 非 数学 专业 研究 生 阿 
读 使 用 本 书 的 需要 ,使 得 他 们 在 学 习 表示 论 时 不 致 感到 困难 ,而 只 
要 求 读 者 具备 良好 的 线性 代数 的 基础 知识 即 可 。 第 二 章 介 绍 了 有 
限 群 的 常 表示 沦 的 基本 内 容 ,为 了 避免 使 用 更 多 的 数学 知识 ,我 们 
只 讨论 有 限 群 在 复数 域 上 的 表示 理论 ,包括 线性 表示 的 基本 概念 、 
特征 标 理论 和 诱导 表示 的 一 系列 重要 结果 ,例如 Frobenius 互 反 
性 、Mackey 子 群 定理 .Clittford 定理 .Artin 定理 与 Brauer 定理 等 
等 。 第 三 章 讨 论 了 有 限 群 的 模 表 示 理 论 ,包括 Brauer 特征 标 理论 
以 及 Cartan-Brauer 三 角形 的 定义 和 基本 性 质 。 此 外 ,还 简单 地 介 
绍 了 分 妃 理 论 ,包括 p- 志 的 定义 , 据 的 亏 数 与 亏 群 。 第 四 章 介 绍 了 
拓扑 群 的 概念 及 其 表示 理论 ,特别 是 紧 致 拓扑 群 的 表示 与 特征 标 
理论 ,以 及 著名 的 Peter-Weyl 定理 . 此 外 ,还 介绍 了 局 部 紧 致 交换 
群 的 对 侦 理 论 , 第 三 章 与 第 四 章 的 内 容 是 互相 独立 的 ,读者 在 学 习 
有 时 可 以 根据 需要 ,或 者 只 读 第 一 ,二 ,三 章 , 或 者 只 读 第 一 ,二 .四 
章 。 

本 书 的 每 节 末 都 附 有 少量 习题 ,一 方面 是 供 读 者 巩 辕 所 学 的 
内 容 使 用 的 , 另 一 方面 是 为 了 补充 正文 叙述 上 的 不 足 而 设 的 。 

本 书 在 内 容 的 选择 上 尽 基 做 到 少 而 精 , 在 内 容 的 叙述 上 尽量 
做 到 深入 浅 出 .但 是 ,限于 笔者 的 水 平 , 雇 误 不 足 之 处 在 所 难免 , 希 
望 数学 界 同 行 批评 指正 。 

最 后 ,我 们 要 感谢 数学 天 元 基金 对 于 本 书 出 版 工作 的 财政 资 
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助 , 也 要 感谢 华东 师范 大 学 数学 系 和 同济 大 学 应 用 数学 系 在 作者 
写作 此 书 期 间 所 给 予 的 支持 ,同时 ,我 们 也 要 对 首都 师范 大 学 石生 
明教 授 表 示 囊 心 的 感谢 ,他 仔细 地 审阅 了 书稿 ,并 提出 了 许多 十 分 
宝贵 的 修改 意见 。 研 究 生 陈 遇 仔细 校 读 了 手稿 并 协 勤 编写 了 书 末 
的 索引 和 符号 表 , 在 此 表示 感谢 。 


作 者 
1995 年 9 月 
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第 一 章 预备 知识 


群 表示 论 与 许多 数学 分 支 都 有 十 分 紧密 的 联系 . 为 了 方便 读 
者 学 习 时 参考 ,也 为 了 让 读者 对 群 表示 论 的 数学 背 弗 有 更 深入 的 
了 解 , 我 们 汇集 了 有 关 的 基础 知识 作为 本 书 的 第 一 章 . 


831 群 论 基础 


群 的 概念 是 代数 研究 中 最 基本 的 概念 之 一 设 如 是 一 个 非 空 
集合 ,在 G 上 定义 了 一 个 二 元 运算 , 妈 定 义 了 一 个 映射 GXGG， 
它 把 怒 中 任意 一 对 元 素 人 a; 妆 映 为 6 中 一 个 确定 的 元 素 , 记 为 ab 
〈 屁 法 记号 , 称 为 a 与 5 的 积 ), 或 记 为 a 十 b( 加 法 记号 , 称 为 a 与 6 
的 和 )， a * 5，aX5 等 等， 

定义 1.1 一 个 非 空 集合 关于 一 个 二 元 运算 (不 妨 叫 做 乘法 ) 
成 为 群 ,如 果 

(1) 结合 律 成 立 , 即 对 于 如 中 任意 的 三 个 元素 a,58,c, 有 

CBE 一 ka5ycj 

C2) G 中 包 售 一 个 恒 等 元 1, 对 于 GG 中 每 个 元 素 a, 有 

la—~al=a:s 

C3) 对 于 G 中 每 个 元 素 4, 在 G 中 存在 道 元 c-:, 使 
aa :一 4 4 一 1 

特别 , 当 群 G 的 二 元 运算 还 满足 交换 律 时 , 即 对 于 G 中 任意 
两 个 元 素 a,5, 有 

ab= ba 
时 , 便 称 G 为 交换 阁 或 Abel 群 . 
群 G 所 包含 元 素 的 个 数 1G| 称 为 G 的 阶 . 如 果 jG| 是 一 个 有 
1 


限 整数 ,就 称 G 为 有 限 群 ;否则 ,就 称 G 为 无 限 群 . 

对 于 群 恕 的 任意 元 素 a, 如 果 存 在 最 小 的 正 整 数 mx, 使 

全 一]， 

则 称 a 的 罚 为 mx. 如 果 不 存 在 这 样 的 mm, 则 称 a 为 无 限 阶 元 素 . 

定义 1.2 群 G 的 一 个 非 空子 集 吾 ,如果 关于 G 的 葬 法 成 为 
群 , 则 称 五 为 G 的 一 个 子 群 , 记 为 H<G. 

显然 ,G 的 一 个 非 空 子 集 二 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 对 于 任意 的 
二 和 五 ,有 o5 ‘EH. 

若 $ 是 群 G 的 一 个 子 集 ,G 的 所 有 包含 5S 的 子 群 的 交还 是 一 
个 子 群 , 它 是 避 的 所 有 包含 S 的 子 群集 合 中 最 小 的 子 群 , 称 为 由 S$ 
生成 的 子 姻 , 记 作 <5). 特别 , 当 G=<S) 时 , 称 5 中 的 元 素 为 如 的 


”生成 元 ,并 称 G 为 由 5 生成 的 群 . 这 时 ,G 的 元 素 是 形 如 a?iaz "ar 


的 有 限 习 积 ,a€E5 ,mnEZ,t 一 1,…;t. 又 车 5S 是 有 限 集 时 , 称 局 为 
有 限 生成 的 群 . 

设 五 是 G 的 一 个 子 群 ,对 任意 的 xEG, 记 

XH={zh|hEH}(wR Hr={hrlhE NH)), 

则 称 z 瑟 (或 五 z) 为 以 工 为 代表 元 的 关于 五 的 左 陪 集 (或 右 陪 
集 )， 

群 G 关于 它 的 一 个 子 群 召 可 以 分 解 成 左 陪 和 集 ( 或 有 陪 集 ) 的 
并 , 即 

G=【jaH (或 6 = LH6), 
te IE 


其 中 (或 站) 为 某 指 标 集 . 易 知 ， 

映射 Hz ra ! 女 是 G 关于 二 的 右 陪 集 的 集合 与 左 陪 集 的 
集合 之 间 的 一 一 虐 射 ,从 而 GG 关于 瑟 的 左 障 集 的 个 数 等 于 右 陪 集 
的 个 数 , 它 们 或 者 是 相等 的 有 限 整 数 , 或 者 是 无 限 的 . 通常 把 这 个 
数 骨 称 为 五 在 妃 里 的 指数 , 记 为 LG : 态 ]. 此 外 ,映射 产 一 Aa 是 
瑟 与 右 陪 集 Ha 之 间 的 一 一 映射 .于 是 读者 容易 证 明 

定理 1.3 (1 G 中 任意 两 个 元 素 a 与 5 在 G 关 于 吾 的 同一 
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个 左 陪 集 (或 右 陪 集 } 中 的 充分 必要 条 件 是 a !bE 五 ( 或 
ct 'EH); 

《2) (Lagrange) 有 限 群 宝 的 子 群 五 的 阶 是 避 的 阶 的 一 个 
因子 ,特别 

IG|=|HILG: HJ; 

(3) 阶 为 的 有 限 群 局 的 每 个 元 素 a, 有 a=1. | 

定义 1.4 群 G 的 子 群 入 称 为 正规 子 群 , 记 作 和 N<IG, 如 果 对 
于 怠 的 每 个 元 素 a, 有 

Na=aN. 
这 时 ,G 关 于 六 的 左 陪 集 ( 或 石 说 集 }) 就 称 为 陪 集 . 容易 验证 , 当 太 
<IG 时 ,如 果 定 义 陪 集 的 丧 法 
(Na (Nb) = Nab, 

那么 女 关 于 六 的 陪 集 的 集合 在 上 面 定义 的 乘法 下 成 群 , 通 常 称 为 
G 关于 NN 的 商 群 , 记 为 G/N. 

例 1 = 阶 循环 群 C. 它 由 某 个 元 素 & 生成 , 即 

三 ,一 {a so yd a" = 1} 日 

它 可 以 作为 绕 一 个 轴 旋 转 2r/n 角 的 旋转 所 成 的 群 来 实现 . 这 是 一 
个 Abel 群 , 记 作 C,= (a). 

例 2 二 面体 群 DD.. 它 是 由 两 个 元 素 a 与 5 生成 的 2n 阶 群 ， 
其 中 生成 元 a 与 5 满足 关系 式 


如 "一 1， 如 一 1 ， apba=b, 


即 
卫 。 一 {a 本 3 91 一 ] ‘pha pe pa" 1}. 

二 面体 群 可 以 作为 平 研 上 保持 一 个 正 = 边 形 不 变 的 旋转 和 反射 所 
成 的 群 , 它 包 含 个 旋转 (它们 成 为 一 个 与 C. 同 构 的 子 群 ), 还 包 
含 = 个 反射 . 如 果 用 ea 表示 旋转 2x/n 角 的 旋转 ,5 表示 任意 一 个 
反射 ,那么 4a sa" 表示 nn 个 旋转 ,58,64,… ,pc 和 表示 于 个 反 
射 . 

二 面体 群 也 可 以 作为 空间 的 刚体 运动 的 群 来 实现 . 设 O-XYZ 
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是 空间 直角 坐标 系 ,ev,e ,ve 是 正规 正 交 基 . 
(1) 令 a 表示 绕 OZ_ 轴 旋转 2r/n vb 表示 关于 OXZ 平面 的 反 
射 ,那么 a 与 5 在 所 选取 的 基 下 的 矩阵 是 


2 sin 2 0 
98 得 区 1 人 总 
4 一 1sin 2 cos 2 ol 20 1 2 
™ ™ 0 0 1 

0 0 1 


(2) 令 a 表示 绕 OZ- 轴 旋转 2x/n,8 表示 关于 OX- 轴 的 反射 ， 
那么 a 与 总 在 所 选取 的 基 下 的 矩阵 是 


cos 2 sin 2 0 

n Eo 1 0 0 

a 二 [| . 2 2T » -| —1 中 
SIn cos 0 

” 0 0 一 1 
0 D 1 


(3) 令 a 表示 绕 OZ- 轴 旋转 27/n,b 表示 关于 OQYZ 平面 的 反 
射 ,那么 a 与 5 在 所 选取 的 基 下 的 矩阵 是 


cos 2 一 sin 旺 0 

类 如 一 1] 0 0 

a 二 | .2 2 ， 了 一 0 1 | 
sth COS 0 

下 00 1 
0 [0 1 


由 此 可 见 , 引 起 许多 物理 学 家 和 化 学 家 注意 的 点 群 中 的 绝 大 
部 人 省 ,本质 上 是 循环 群 C, 或 二 面体 群 马 , ,只 是 对 x 的 取 值 藉 加 限 
制 轻 了 . 
例 3 对 称 群 5;. 它 是 个 文字 的 集合 {1,2,…,n} 上 所 有 一 
一 对 应 (也 叫 置 换 ? 所 成 的 群 . 一 个 = 元 置换 可 以 写成 
1 2 
[Ry OR ee Re 
如 果 它 使 1 二 ,2 下 son mm, 其 中 天;…, 语 取 遍 11 ,2， 
和 


"yn)}, 如果 一 个 于 元 置换 使 得 和 Friss jo tis yi 让 
六 ,而 使 其 余 的 文字 不 动 ,那么 称 它 为 一 个 天 轮 搞 , 记 为 Gyiz…， 
i), 特别 , 当 上 =2 时 , 称 为 对 换 . 容易 证 明 每 一 个 = 元 置换 可 以 写 
成 若干 个 互相 没有 公共 文字 的 轮换 的 积 , 进 一 步 可 以 写成 对 换 的 
积 . 因此 ,s, 是 由 =* 一 个 对 换 
{ 83813791) 
作 汶 生成 元 生成 的 x! 阶 群 , 对 所 有 互 不 相同 的 zj, 上 ,它们 满足 关 
系 式 
(DD:=1, (QD0 N=1, 
C1 OO DO DO k=1.- 

一 个 n 元 置换 可 以 写成 奇数 个 (或 惕 数 个 } 对 摘 的 悦 积 时 , 称 
为 阁 和 置换 (或 侦 置 挤 ). 容易 验证 S, 中 所 有 慢 置 换 的 集合 4; 是 5。 
的 指数 为 2 的 正规 子 群 ,通常 称 为 交错 群 . 

例如 ,aa 一 生 时 ,S, 的 全 体 元 素 用 轮换 的 形式 写 出 来 是 ， 

1. (C1), 

2. (1 2)503 47 1 3) ,02 4),¢] 4), (2 3); 

3. Cl 2 3 327,01 3 4),t1 4 3),C1 2 4), (1 4 2)， 

(2 3 4) ,02 4 3); 
4. (123401 243),C] 324)t1 34 2), 
Cl 423),(1 432); 

5. C203 A B02 4) (1 4)¢2 3), 
其 中 第 1,3,5 类 的 元 素 构 成 交错 群 A4, 它 可 以 作为 使 一 个 重心 在 
原点 的 正四 面体 不 变 的 旋转 所 成 的 群 一 一 四 面体 群 一 一 实现 . 这 
时 ,第 5 类 的 3 个 2 阶 元 素 相 当 于 正 风 面体 绕 经 过 两 对 边 中 点 连 
线 旋 转 x 的 旋转 ;第 3 类 的 8 个 3 阶 元 素 相当 于 绕 联 结 一 个 质点 


和 对 面 重心 的 连 线 旋转 士 -3 的 旋转 ,从 而 4, 与 四 面体 群 同 构 . 


如 果 我 们 考 井 使 正六 面体 不 变 的 旋转 所 成 的 群 ,由 于 这 个 正 
六 面体 的 六 个 面 的 中 心 恰 好 成 为 正八 面体 的 顶点 ( 见 下 图 右 图 )， 
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因此 24 个 使 正八 面体 不 变 的 旋转 组 成 的 八 面 体 群 O 怡 好 与 使 目 
六 面体 不 变 的 旋转 所 成 的 群 同 构 , 从 而 与 对 称 群 S, 同 构 . 这 时 ,第 
2 类 的 元 素 对 应 于 联结 两 相对 边 ( 例 如 上 图 左 图 中 的 边 28 与 46) 
的 中 点 的 直线 为 轴 旋 转 ;第 3 类 的 元 素 对 应 于 联结 两 相对 顶点 
《例如 上 图 左 图 中 的 顶点 1 与 5) 的 直线 为 轴 旋 转 士 子 ; 第 4 类 的 
元 素 对 应 于 联结 两 相对 面 ( 例 如 上 图 左 图 中 的 面 1827 与 6354) 的 
中 心 的 直线 为 轴 旋 转 十 了; 第 5 类 的 元 素 对 应 于 联结 两 相对 面 的 
中 心 的 直线 为 轴 旋 转 .注意 到 顶点 {1,2,3,4} 形 成 一 个 正四 面 
体 , 因 此 八 面体 群 0 包含 一 个 指数 为 2 的 子 群 , 它 由 置换 项 点 {1， 
2,.3,4} 的 那些 旋转 维 成 ,从 而 与 四 面体 群 同 构 , 即 前 面 所 述 的 交错 
群 A 

进一步 容易 看 出 ， 

K={(1),(1 2 3),(1 3 2)) 
和 
H={0) ,0 2)C3 4) ,C1 3)C2 4),C1 4) (2 3)) 

都 是 4, 的 子 群 ,并 且 互 是 正规 子 群 . 我 们 还 有 左 陪 集 分 解 

A=HUNQ 2 WHUCG 3 2 五 

=—=KU( 2)03 4KU 3) 2 KU CY 4) (2 3)K, 

例 4 ”一般 线性 群 GZ,(CF) 是 域 忆 上 所 有 ?= 阶 可 道 搜 阵 关 于 

矩阵 飞 法 所 成 的 群 , 它 包 含 一 个 叫做 特殊 线性 群 的 正规 子 群 


Fus( 严 ,这 是 由 所 有 行列 式 等 于 1 的 = 阶 矩 阵 构 成 的 , 如 果 考 虚 
域 忆 上 所 有 = 阶 矩 阵 关于 矩阵 加 法 所 成 的 群 ,就 是 二 阶 矩 阵 群 ， 
记 为 M,CF). 
同 态 是 群 论 研 究 中 的 又 一 个 重要 概念 ， 
定义 415 设 G 与 是 两 个 群 ,p 是 群 G 到 G' 内 的 一 个 映 
射 ,满足 
Pa —pa PB, abEG, 
则 称 p: GG 为 G 到 GG' 的 一 个 同 坊 ， 
这 时 , 令 
Kery 一 {aEGlpla) 二 1' ,1 是 上 的 恒 等 元 }CCG， 
Img— {ga) |a EG} CC ， 
那么 , 同 态 9g 的 核 Kery 与 像 Imp 分别 是 G 与 0' 的 子 群 . 特别 ， 
KerP 是 G 的 正规 子 群 . 如 果 Kerg 一 和 1) ,就 称 q 为 单一 同 术 ;如 果 
Imyp 一 G' ,就 称 9 为 满 同 恋 ;如 果 ?既是 单一 同 态 , 又 是 满 同 态 , 就 
称 ”为 同 构 . 
例 5 对 任意 的 AEGIL.LF), 定 义 
P(A)—=det (A), 
即 4 的 行列 式 , 由 
detCAB}Y—detCAYdettB8), 
可 知 8 是 GIL) 到 下 (=GIL(F), 即 域 让 中 非 零 元 素 所 成 的 矢 
法 群 } 的 同 态 . 这 个 同 态 的 核 是 SL.(F) ,因此 SIL, (FY) <IGL,(CF). 
例 6 对 任 尝 的 AE€M,(F) ,定义 
PLD) 一 tr(4)， 
即 4 的 这 ,由 
trCA+B})=trtAY+tr(B), 
可 知 p 是 M.AF) 到 下 (二 MCF)) 的 同 态 , 这 里 把 域 下 看 作 如 法 群 ， 
定理 1. 6( 同 态 基 本 定理 ) 设 g:G 一 G' 是 群 的 满 同 态 ,N 一 
kerp， 则 诱导 映射 gtaN) 一 pCa) (a EG 是 商 群 G/N 到 他 的 
间 构 。 | 


如果 把 x(la) 二 aN 定 六 的 CG 到 GAN 的 满 同 态 称 为 自然 同 态 ， 
就 有 下 面 同 态 的 交换 图 


G/N 


即 存 在 9 使 pp: x 上 1 

由 于 ez 一 PN 时 ,a EN, 从 而 红 c7 的 一 1, 即 gla) 一 (5)， 
于 是 plaN) 一 p(5N) ,Pp 确实 是 一 个 映射 , 且 满 足 p 一 8p。x. 因 此， 
读者 容易 验证 p 是 G/N 到 GY 上 的 同 构 . 

推论 1.7 设 p:G~>G' 是 群 的 满 同 态 ,N= 二 Kerg, 那 么 yp 给 出 
人 中 所 有 包含 的 子 群 的 集合 与 G 中 所 有 子 群 的 集合 之 间 的 一 
个 一 一 鼎 射 :再 一 网 旦 ) NN 过 于 之 G. 在 这 个 对 席 下 , 娓 要 台 当 
是 仅 当 gHYdG'. 1 

设 五 <C,N<C, 容 易 验证 

HN= {hn|AEHnEN) 

是 避 的 一 个 子 群 .于 是 ,由 同 态 基本 定理 有 

推论 18 4) 设 互 <G,woqG, 则 有 同 构 

HN/NSH/HNN:; 
(2) 设 五 <GNdG,N< 五, 则 有 同 构 
GDIGANDIACGANDI | 

我 们 把 这 两 个 推论 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 、 

设立 是 任意 一 个 非 空 集合 ,集合 和 到 自身 的 一 一 映射 全 体 组 
成 一 个 群 SCX) , 称 为 集合 大 上 的 对 称 群 ,特别 , 当 忆 ={11,2，…， 
A} 时 ,SCX) 一 5S,, 下 面 我 们 讨论 群 G 在 集合 区 上 的 作用 , 它 与 群 
表示 论 有 着 十 分 密切 的 联系 . 


定义 1.9 设 如 是 一 个 群 ,三 是 一 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 映射 
GXE- 区 使 得 (Ca,x) alx) 满 足 

(17 Tc 一 了 了 后 下 

《2》 aptr)—=althtr)), aspbEG,xER, 
那么 ,我们 称 群 G 作用 在 集合 于 上. 

给 出 群 上 8 在 集合 基 上 的 作用 ,相当 于 给 出 了 群 G 到 集合 
上 的 对 称 群 SCX) 的 一 个 同 态 :GG 一 S(X). 因 为 G 的 每 个 元 素 
a 销 定 了 集合 下 到 自身 的 映射 9(a) : x ral(xr), 由 

a (latz))=—ata (7))—=1(x)=7x, ZzEXN 
保证 了 3a) 是 下 到 自身 的 一 一 映射 ,; 即 ¥ta)ESCX). 又 由 
abtzr} =—a(tb(tx)) 
保证 了 Wa5b) 一 7Ca)#(8), 则 77 是 一 个 群 同 态 . 

反之 ,给 出 群 G 到 SC(X) 的 一 个 同 态 #1:G 一 SCX); 通 过 定 

六 . 

atr)=7(0) (7) aEGxAEX : 
决定 了 群 G 在 集合 天 上 的 作用 .因此 ,我 们 就 把 同 态 了 的 核 Ker” 
称 为 群 C 在 和 上 作用 的 核 . 

当 群 G 作用 在 集合 X 上 时 ,通过 xy 当 且 仅 当 存在 a€G 
使 得 y 一 atzx) ,在 和 上 定 尽 了 一 个 等 价 关 系 ,这 个 等 价 关 系 所 决 
定 的 以 = 为 代表 元 的 等 价 类 就 是 

Cr 一 {afzr)laE Cr) ， 
它 称 为 > 的 G- 轨 道 . 显然 ,集合 蕊 是 折 有 不 同 的 轨道 的 并 . 如 果 
轨道 Gz= {zx) ,那么 zx 称 为 G 的 不 动 元 寨 ; 匀 中 所 有 GG 的 不 动 元 
素 的 集合 记 为 X“, 如 果 集 合 导 本 身 恰 好 是 一 个 轨道 ,那么 称 避 在 
世上 的 作用 是 传递 的 . 此 外 ,对 于 和 集合 到 中 任意 元 素 r， 
Stabox—= {aEGlatr)= rr} 
是 避 的 一 个 子 群 , 称 为 元 素 x 的 稳定 子 群 . 

又 设 下 与 X!' 是 两 个 非 空 集合 , 群 CE 同时 作用 在 这 两 个 集合 

上 . 如 果 存 在 一 个 一 一 映射 w: 芝 一 ' ,使 得 
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PATr))—=algr)), aEG,rERN, 
那么 , 称 G 在 这 两 个 集合 上 的 作用 是 等 价 的 . 

例 7 设 六 二 G ,定义 alx) 二 axrs a;XEG. 它 给 出 了 群 G 在 它 
自身 上 的 一 个 作用 , 称 为 址 平移 . 如 果 定 义 a(z) 一 ra azEC， 
这 同 祥 给 出 了 群 G 在 它 自 身上 的 一 个 作用 , 称 为 右 平移 . 

例 8 设 半 =G, 定 义 

a(x)—=ara 1， az， 
它 称 为 群 G 在 它 自身 上 的 共 辊 作用 ,这 时 ,包含 z 的 魏 道 称 为 z 
所 在 的 共 辆 类 ,其 中 的 元 素 个 数 记 为 ctz);z 在 群 G 中 的 稳定 子 
群 Stabez 就 称 为 xz 的 中 心 化 子 , 记 为 Zc(x) ;而 这 个 作用 的 核 则 
称 为 群 吕 的 中 心 , 记 为 Z(G)， 

例 9 设 避 是 一 个 群 , 互 <G,G 按 子 群 五 分 解 成 左 陪 集 ( 或 
省 障 集 ) 的 集合 G\H= {zx 日 lxEG)( 或 HNG= {Hzlr€EG}), 通 
常 称 为 G 关 于 五 的 左 陪 集 空间 (或 右 陪 集 空间 ), 通过 

ef) 一 az 百 ( 或 af 万 xz 一 万 rza ll}, a,rEG 
定义 群 G 在 左 陪 集 空 间 C\ 瑟 (或 右 陪 集 空 间 HN\G)} 上 的 作用 . 这 
个 作用 的 核 怡 好 是 G 的 含 在 五 中 的 最 大 正规 子 群 . 

例 10 设 群 G 作 用 在 集合 X 上 ,7C 和 是 天 的 一 个 在 G 作 
用 下 稳定 的 于 和 集 , 即 对 任意 的 TEY 和 aeEc, 有 az)E7Y. 于 是 ， 
可 以 把 G 的 作用 限制 于 子 集 Y 上 .特别 ,FY 一 Gz 恰好 是 一 个 轨道 . 
此 外 ,可 以 定 六 已 在 和 的 桥 集 合 到 5X) 上 的 诱导 必用: 对 于 无 的 
非 空 子 集 3 和 a€G, 定 义 a(S) 一 {fatzx) |xE5}; 对 于 空 集 放 , 定 
闵 a( 他 ) 一 冰 . . 

定理 1.10 设 群 G 作用 在 集合 X 上 ,xz€EX, 则 群 G 在 Gx 上 
的 限制 作用 与 群 G 在 左 障 集 空间 G\Stabex 上 的 作用 是 等 价 的 ， 

证 明 ”考虑 瞻 射 :CNStabcr 一 Gz, 它 使 aStaboex Fralzr). 
对 任意 的 a,8EG, 由 于 

aStabcz 一 5Stabor< 一 >a ‘bEStaber 


< Dr)—xrealx)=b(r), 


从 而 pg 是 一 一 映射 . 又 由 
atppStaber)) =atd (Tr) =ab (7 =atbStabcr))}, 

帮 忆 在 Gz 上 的 作用 与 在 GNStabez 上 的 作用 等 价 . 1 

推论 1.11 设 G 是 有 限 群 , 末 <G,; 则 

(1) zEC 所 在 共 斩 类 的 元 素 个 数 c(z) 一 LG : Zoe(z)]; 

(2) 车 避 有 个 不 同 的 共 罗 类 ,分 别 合 zi ,zs，… ,xz,, 则 有 类 
方程 

1GI= 2 [6 : Zetr) ]; 

(3) 车 记 瑟 在 G 内 的 正规 化 子 NetH) 二 {a€EGlaHa"™!= 
五 } , 则 GG 中 共 斩 于 互 的 子 群 个 数 是 LG : we(CE)]. 

证 明 由 定理 1. 10, 当 有 限 群 G 作用 在 有 限 集合 G 上 时 ,有 

tGzr1 一 ELG : Staber]j, xEG. 

于 是 知 推论 成 立 ， 下 

推论 1. 12(CCayley)， 每 个 群 都 同 构 于 某 个 对 称 群 的 子 群 . 特 
别 ,每 个 有 限 铬 都 同 构 于 5S. 的 一 个 子 群 ,ma 一 1G|， 

证 明 ”考虑 局 通过 左 平移 作用 在 自身 上 , 它 等 价 于 给 出 一 个 
单一 同 态 7 :G 一 SC(G), 使 得 3(a) (C6) 二 ab, aocC | 

- 有 限 群 上 G 的 阶 是 素数 p 的 午时 , 称 避 为 p- 群 . 

推论 1.13 设 p- 群 G 作用 在 有 限 集 合 基 上 ,| 下 |=n, 则 

(1) 当 避 ;pp) 二 1 时 ,和 中 必 有 不 动 元 素 ; 

(2) 若 基 会 有 +t 个 不 动 元 素 , 则 1 二 n(mod pp)， 

证 明 设 G 在 XX 上 的 作用 舍 有 r 个 轩 道 GT TT CT, 
其 中 Gx,Gzs Gz, 都 只 会 一 个 元 素 , 即 zx, 工 是 GG 的 不 
动 元 素 ,t 宇 0. 于 是 


?一 | 三 | 一 > |Gz|=t+ 3 |Gzl. 
Mee] 了 一 上 十 1 
当 TiSr 时 ,Stabam 季 G. 但 是 1Gzil 一 [G :Staber], 昌 1G， 
一 [CC : Stabexi]|Stabezi| ;于 是 p|[G : Stabczi] 即 p| {Gzi| , 因 
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此 1 二 nx(mod 四， 特别, 当 ( 人 az 一 1 时 ,一 定 有 # 天 0, 从 而 推论 成 
立 ， 1 

我 们 知道 ,有 跟 群 的 子 群 的 阶 都 是 群 的 阶 的 因子 . 对 于 任意 的 
素数 az,|11G|1, 有 唯一 的 分 解 式 1G| 一 寡 m, 使 得 岂 与 疡 于 素 . 那 
么 ,G 是 否 含 有 阶 为 产 的 子 群 呢 ? 这 就 是 下 面 的 Sylow 定理 所 要 
解决 的 问题 . 特别 ,我 们 把 G 的 阶 为 产 的 子 群 称 沟 G 的 Sylow p- 
子 群 . 

定理 1. 14(Sylow) 设 G 是 有 限 群 ,p 是 一 个 素数 , 则 

《1》 存在 Sylow pp- 子 群 ; 

(2) 如 的 全 部 Sylow pp- 子 群 互相 共 思 ， 

《3) G 的 每 个 p- 子 群 都 含 在 一 个 Sylow 靖子 群 内 ， 

证 明 对 G 的 阶 作 归纳 法 来 证 明 (1). |G|==1 是 显然 的 , 现 
在 设 |1G1 之 1; 并 设 ZCG) 是 G 的 中 心 . 若 p11ZtG)|; 由 习题 5 知 ， 
Z(G) 含 一 个 p 阶 循环 群 D. 由 归纳 假设 表明 商 群 G/D 有 一 个 
Sylow p- 子 群 , 它 在 自然 同 访 x : G>G/D 下 的 不 像 是 G 的 一 个 
Sylow 思 - 子 群 . 若 p11ZCG) 1, 由 推论 1.11(22 ,有 


IGi=|120) |+ >)[G : Zelyi)], 
Te 


其 中 yy,… ,wy 不 在 避 的 中 心 内 ,它们 所 在 共 轿 类 包含 的 元 察 个 数 
大 于 1, 于 是 存在 » 使 得 pt1[G :Zotlyi)j]; 从 而 | |Zoty?| 且 
[Zely) | 主 1G1. 归纳 假设 表明 Ze(y,) 会 一 个 阶 为 pr 的 Sylow 
户 - 子 群 , 它 就 是 妇 的 一 个 Sylow 产子 群 ， 

又 设 己 是 @G 的 一 个 Sylow p- 子 群 ,QQ 是 G 的 一 个 p- 子 群 . 考 
虑 p- 子 群 Q 通过 左 平移 在 左 陪 集 空间 六 一 GMP 上 的 作用 ,由 推论 
1.13(1); 久 中 有 不 动 元 素 , 于 是 存在 a€E 避 使 

WaP=aP,， 
从 而 QCaPa™'. 这 就 证 明了 (3). 进一步 假定 Q@ 是 6G 的 男 一 个 
Sylow 户 - 子 群 , 则 |Q@|= laPa 1| 一 ;从 而 多 ==aPa ,证 明了 
(2),. 1 
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回忆 一 下 , 群 G 称 为 可 解 群 ,如 果 存 在 GG 的 一 个 子 群 序列 
{1}=G,<6 1 Go =G 

使 得 Gi; 孝 Gi 1 且 GAGES 是 Abel 群 ， 

如 果 进 一 步 要 求 Ci<leC 且 G1/Gi 过 ZCG/GD (41 过 #) ,那么 
G 称 为 天 零 群 . 

显然 ,每 个 大 零 群 一 定 基 可 解 群 . 特别 ,每 个 Abel 群 是 舌 等 
群 ,每 个 有 限 刀 - 群 也 都 是 医 零 群 . 

设 避 是 一 个 群 ,五 与 N 是 G 的 两 个 子 群 ,如 果 

(1) G=HN:; 

《2) HNN=1{1}; 

(3) hn—nh, AEH NEN, 
那么 避 是 五 与 N 的 直 积 , 记 为 G=HXN. 

如 果 用 下 面 的 53) 来 代替 (53) ,那么 GG 是 五 与 NN 的 半 直 积 ， 
记 为 G=HXN. 

(3) hn=n'h, AEHnn EN. 

容易 看 到 ,在 上 述 两 种 情形 ,G 中 元 素 都 可 以 唯一 地 表 成 五 
与 N 的 元 未 的 乘积 , 在 直 积 的 情形 ,五 和 N 都 是 G 的 正规 子 群 ; 
而 在 半 直 积 的 情形 ,只 有 是 G 的 正规 子 群 . 特别 , 当 G 是 有 限 
群 时 ， 

S|=|HIIN|. 

一 个 群 G 只 含有 GG 和 {1} 这 样 两 个 正规 子 群 时 ,就 称 为 单 群 . 

群 G 的 一 个 子 群 序列 
11}=G,<G < GG=G 

称 为 G 的 会 成 列 , 如 果 GG<G 1 有 目 GiGi(1&i 太 nn) 是 单 群 ,并 且 
把 这 些 商 群 称 为 由 这 个 序列 决定 的 女 的 合成 因子 . 

显然 ,G;_1/Gi 是 单 群 当 且 仅 当 GG 是 C-: 的 极 大 正规 子 群 , 因 
此 ,对 有 限 群 如 来 说 ,合成 列 一 定 存在 . 最 后 ,我 们 证 明 重 要 的 
Jordan-Halder 定 理 . 

定理 1. 15(Jordan-Holder) 设 避 是 一 个 有 限 群 ,又 设 
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{1} =G.<G G00=0, 
{1}=Ha<Ha < <AH<Ho=G 
是 G 的 两 个 合成 列 , 则 zx=n 且 在 在 和信,;2,…,n} 的 一 个 置换 站 rz! 
使 得 G1/G 守 Ht Hi (liSn). 
证 明 对 |G| 作 归纳 法 并 分 两 种 情形 来 证 明 . 
《1》 当 名 一 天; 时 .由 归纳 假设 ,对 这 个 群 的 两 个 合成 列 
{1}=G. 06.1 Gi= HH, 
{1}=Ha<HA < "Hi=G 
有 r 一 1 一 rn 一 1 及 {2,3,-…,n} 的 一 个 置换 i rz 使 得 
Gy/GEH /HH (2sLisn). 
但 是 ,Go/G1 一 玉 o/ Hi ;定理 得 证 . 

(2) 当 G 关 Hi 时 .由 于 GH 是 G 的 正规 子 群 , 且 Gi 对 
GE 五 芝 GLHi 但 是 ,Gi 与 Hi 都 是 G 的 极 大 正规 子 群 ,迫使 
G=G.Hh. 由 推论 1.8(17，GAGI = GEAG 兰 五 COGa 门 五 )， 
C/ 瑟 : 王 加 再 7 瑟 全 GCCGI 门 五) 令 并 一 加 门 五 :, 它 分 别 是 加 
与 五 : 的 极 大 正规 子 群 , 设 

{1}=K/< Ke KK =G (NH 
是 下; 的 一 个 合成 列 , 我 们 得 到 两 个 同 构 及 群 G 的 四 个 合成 列 
Go/G HK: HolHiG /KK,: 

《iD {1} eG GO GO—=G 

Gi) 1 人) 一 天 < 天 KG 天 Go 一 G， 

Qi) 1}=K/<Ke KH<LH =6G, 

(vy) {1}=H.<H. "HH<Ho=0G, 

由 这 两 个 周 构 知 定理 对 合成 列 (ii) 与 (证 ?成 立 , 入 由 (1) 知 定理 分 
别 对 合成 列 (i 与 (iil ytiii) 与 人 iv) 成立, 从 而 定理 得 证 ， 1 

定理 告诉 我 们 ,不 考虑 先后 次 序 , 群 G 的 任意 两 个 合成 列 所 

决定 的 合成 因子 和 集合 是 相同 的 ,就 称 为 G 的 合成 因子 ， 


推论 1. 16 有限 群 避 是 可 解 群 的 充分 必要 条 件 是 G 的 合成 
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人 


因子 都 是 素数 阶 循环 群 . 

证 明 ”如果 G 的 合成 因子 都 是 素数 阶 循环 群 , 由 定义 知 妇 是 
可 解 群 , 反之 ,如 果 避 是 可 解 群 ,由 习 古 6 知 G 的 每 个 合成 因子 是 
可 解 群 , 它 既 是 单 群 又 是 Abel 群 ,从 而 必须 是 素数 阶 循环 群 . 二 


习 古 


1. 证 明 推论 1.7 和 推论 1. 8. 
2. 者 + 是 群 G 的 阶 元 素 ; 则 xz: 的 阶 是 
[nrk /k=n/ Cn sk). 

3. x 阶 循环 群 (x) 所 含 的 生成 元 个 数 为 gtn) ,这 里 yg 表示 
Euler-y 潭 数 ,g(n) 表 示 小 于 n 又 与 n 互 泰 的 正 整 数 的 个 数 ， 

4. 若 扎 是 有 限 群 , 豆 与 及 是 G 的 子 群 且 天 性 媚 , 则 

[LG Kl=[G: HLH : KJ. 

5. 车 GG 是 有 限 Abel 群 ,pp 是 1G | 的 一 个 素 因 子 , 则 G 包 合 p 
阶 元 素 . 

6. 证 明 : 

(1) 可 解 群 (或 覆 零 群 ) 的 子 群 和 同 态 像 是 可 解 群 (或 芋 零 
群 }， 

(2) 若 尺 IG, 且 KK 和 G/K 都 是 可 解 群 , 则 GG 蚌 可 解 群 ; 

(3) 若 G/Z(G) 是 笑 零 群 , 则 GG 是 乔 零 群 . 

7. 设 吾 和 是 群 G 的 两 个 子 群 ,证 明 

《1) 映射 的 集合 {x 下 hrk1hE,kEK} 是 G 的 变换 的 群 ; 

(2》 工 关 于 这 个 变换 群 的 轨道 是 HrK = {hxk|hEH,EE 
KK} ,通常 称 为 G 的 合 工 的 关于 互 与 KK 的 双 陪 集 ; 

(3) 车 G 是 有 限 群 , 刚 |HxK|= |H|I[K :zz 门 天]. 

8. 设 刀 <G, 又 设 芭 是 如 的 一 个 共 辆 类 , 证明， 车 蕊 门 瑞 关 
二 , 则 GCEH., 

9. 设 4 与 BB 是 有 限 群 G 的 正规 子 群 使 得 (|4|,|18|)=1. 证 
明 ，A 站 B=={1}, 并 且 AB 二 AXB, 
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10, 设 C 是 一 个 群 , 记 
(GG)= (ryr 3yECy 
是 由 所 有 形 如 区 zx 3 一 :的 元 素 生 成 的 G 的 子 群 , 它 称 为 C 的 换 位 
子 群 . 证明, 车 G 是 p- 群 且 G/(G,G) 是 循环 群 , 则 G6 是 循环 群 . 


832 代数 与 模 


在 学 习 铬 表示 论 时 ,除了 和 群 的 概念 以 外 ,还 涉及 许多 其 他 代数 
基本 概念 . 

定 兴 2.1 一 个 非 空 集合 尺 称 为 环 ,如果 

《1) 忍 基于 一 个 称 为 加 法 的 二 元 运算 成 为 Abel 群 ; 

(2) RR 上 定义 了 另 一 个 称 为 乘法 的 二 元 运算 ,满足 

梯 法 结合 律 

alpe}—(ab)c, abcER, 
去 . 右 分 配 律 
atg+ce)=aBtac, (十 Ca 一 pa 十 ca， ab cER. 
特别 , 当 环 R 的 乘法 还 满足 交换 律 时 , 即 
ap—~ba, abER, 

则 称 R 为 变换 环 . 

如 果 环 RR 的 恬 法 有 恒 等 元 1, 即 对 RR 中 每 个 元 素 e, 它 清 足 

la=—=al=a, 

则 称 R 为 有 恒 等 元 的 环 . 

通常 把 环 R 的 加 法 恒 等 元 称 为 欧元 , 记 为 0. 设 a,5 是 RR 中 非 
零 元 素 ,满足 

a= 0, 
则 称 a 为 R 的 一 个 在 零 内 子 ,s 为 RR 的 一 个 右 罩 因子 (在 不 引起 混 
淆 时 ,也 简称 为 零 因 子 ), 在 非 交 换 环 的 情形 ,一 个 元 素 未 必 同 时 既 
是 左 零 因子 又 是 右 零 因子 , 并 不 是 每 个 环 都 有 零 因子 ,通常 把 一 个 
有 恒 等 元 但 没有 等 因子 的 交换 环 称 为 整 环 . 
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环 R 中 非 零 元 素 关 于 属 法 未 必 有 逆 元 ,我 们 把 丸 中 关于 乘法 - 
有 逆 元 的 元 素 称 为 可 道 元 . 一 个 至 少 包含 2 个 元 素 的 有 恒 等 元 的 
环 RR, 如 果 尼 中 每 个 非 零 元 都 是 可 递 元 ,那么 ,R 称 为 除 环 . 显然 ， 
在 除 环 中 没有 零 因子 . 

定义 2.2 一 个 交换 除 环 称 为 域 . 

由 于 


(na)b = (g++ tb abt + 
—atb++ 6b) a(tnb), 
一 一 


rn 个 

域 FF 中 非 零 泡 豆 关 于 加 法 有 相同 的 阶 , 或 者 都 是 元 限 的 ,或 者 都 
等 于 其 个 素数 p{ 试 证 明之 ). 这 个 公共 的 阶 称 为 域 玉 的 特征 , 在 第 
一 种 情形 , 称 域 的 特征 为 0, 记 为 charF 一 0; 在 第 二 种 情形 , 称 
域 的 特征 为 p, 记 为 charF=p， 

正如 正规 子 群 在 群 论 中 起 着 重要 作用 一 样 ,理想 在 环 论 中 也 
起 着 类 似 的 作用 . 

定义 2.3 设 5 是 环 R 的 非 空子 集 , 如 果 5S 关 于 民 中 的 加 法 
和 履 法 是 封闭 的 ,那么 5S 是 尺 的 子 环 , 如 果 对 于 R 的 子 环 1, 有 

xz 人 ET 或 .rrE7T)7， rER,rEI, 

那么 了 是 环 只 的 左 理想 (或 右 理想 ). 如 果 了 同时 是 左 理想 种 右 理 
想 ,就 称 了 为 理想 . 

设 总 是 环 丸 的 子 集 , 所 有 包含 总 的 ( 左 ) 理 想 的 交 仍 是 尺 的 
一 个 包 会 苹 的 (让 ) 理 想 , 称 为 由 X 生成 的 { 左 ) 理 想 , 记 为 {XX}. 这 
时 ,如 果 尺 是 有 恒 等 元 1. 的 交换 环 ,那么 

(KX)= {Dra rE RGE Ri EN}. 

特别 , 当 斑 是 有 限 集 时 , 称 人 和 为 有 限 生 成 ( 左 ? 理 想 . 由 一 个 元 素 
生成 的 理想 ‘zt} 称 为 主 理想 . 如 果 一 个 环 的 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 
这 个 环 就 称 为 主 理想 环 . 又 是 整 环 的 主 理想 环 称 为 主 理想 整 环 . 

我 们 把 避 持 环 的 加 法 和 箭 法 运算 的 映射 称 为 环 的 同 坊 . 设 
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1 RR' 是 环 民 到 环 RR' 内 的 同 访 ; 则 Imyp 是 R' 的 子 环 ,Kery 一 
人 人民 1 区 门 一 0 是 环 闵 的 理想 . 南 于 环 同 态 也 是 它们 作为 如 法 和 群 
的 同 态 ,我 们 可 拟 同 样 定 义 单 一 同 态 、 满 同 态 和 同 构 , 并 且 可 以 证 
明 类 似 的 同 态 基 本 定理 ， 

设 了 是 环 的 理想 ,从 而 是 RR 作为 加 法 群 的 正规 子 群 ,在 商 
群 R/I 中 定义 乘法 为 

Ca DB+ =abtI, abEeR, 
这 样 ,R/T 成 为 一 个 环 , 通 常 称 为 R 关 于 了 的 商 环 ， 

如 果 足 是 有 恒 等 元 的 交换 环 , 已 是 只 的 理想 且 PP 关 RR, 当 
zyEP 时 有 xzEP 或 yEP ,就 称 P 是 KR 的 一 个 宗 理 想 , 如果 民 的 
一 个 理想 M 隆 R, 并 且 R 中 不 存在 使 M 乒 J 生 RK 的 理想 了 就 称 M 
是 R 的 一 个 极 大 理想 , 读者 容易 证 明 P 是 RR 的 案 理 想 当 且 仅 当 
KR/P 是 整 环 ,M 是 民 的 极 大 理想 当量 仅 当 R/M 是 域 ,特别 ; 当 民 
只 有 了 唯一 的 极 大 理想 时 , 称 为 扁 部 环 . 

例 1 整数 集合 ZF 关于 加 法 和 生 法 成 为 一 个 环 , 它 是 主 理想 
整 环 . 偶数 集 人 台 2Z 是 没有 恒 等 元 的 交换 环 . 数 域 丰 上 x 阶 和 矩阵 的 
集合 关于 算 阵 加 法 与 乘法 成 为 一 个 有 恒 等 元 的 非 交 换 环 . 对 每 个 
正 整 数 x,Z 中 模 x 和 镜 余 类 的 集合 Z, 是 一 个 环 . 特别 , 当 * 一 户 是 素 
数 时 ,Z, 是 特征 为 p 的 域 ， 

例 2 设 4 是 Abel 群 ,End(4)? 一 { 同 态 /: 4->A} 中 定义 加 
法 为 


Cfiey a)=f(a) titela), a€A} 
汇 法 为 
(faytad=fgta)), aEeA. 

那么 Endt4) 是 一 个 有 恒 等 元 14 的 环 , 其 中 14 : 4A 一 4 是 己 等 自 
同 态 ,而 加 法 恒 等 元 04 : 4-~~4 是 零 辣 态 ， 

从 现在 起 ,我 们 假定 环 尺 是 一 个 有 恒 等 元 的 环 ， 

定义 2.4 设 尺 是 一 个 环 , 对 是 一 个 加 法 交换 群 ,如 果 存 在 映 
射 XMM 使 得 (a ,xz) mraz, 满 足 
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(1) az 十 3 一 2 十 4y， aE Rr yEM; 

(2) tato) zr—=artir, abERrEM:; 

(3) tab)z=atbr), abER,TrEM: 

(4) lr=7T, XEM, 
就 称 M 为 环 尺 上 一 个 左 模 或 一 个 左 R- 模 . 

如 果 考 虚 上 映射 MXxR-=M 使 得 (rsa) rrzra, 并 满足 类 似 于 (1]) 
一 《4) 的 性 质 ,就 可 以 定义 凡 为 一 个 右 豆 权 . 当 屎 是 交换 环 时 ,由 
于 5ar) 二 (8a)z 一 (ab)zx 一 a(bx) ,通过 定义 左 ( 有 有)R- 模 M4 上 的 
右 { 左 )R- 横 结构 为 zx。a 一 ar(a，z 一 za 可 使 得 M 上 的 左 R- 模 
结 轩 与 右 RR- 模 结构 一 致 , 特别 , 当 R 是 域 时 ,R- 模 MM 就 是 域 上 向 
量 空间 ,只 要 规定 尺 在 MM 上 的 作用 是 RR 中 元 素 与 训 中 向 量 的 数 
. 量 红 法 就 行 了 . 为 方便 计 , 我 们 只 讨论 堪 尺 - 模 ,并 简称 为 R- 模 . 关 
于 右 R- 模 的 结果 完全 与 关于 左 R- 模 的 结果 平行 . 

M 的 一 个 非 空子 集 NN 是 MM 的 R- 子 模 ,如 果 

(1) N 是 M 的 一 个 加 法 子 群 ; 

C2) 对 任意 的 aER,xEN, 有 axEN. 

显然 , {0} 与 对 本身 都 是 M 的 子 模 ,它们 是 M 的 平 瞩 子 模 . 
除了 平 几 子 模 外 ,没有 真子 模 的 R- 模 称 为 单 R- 模 . R- 模 W 的 子 楼 
的 交 仍 是 一 个 子 模 , 而 子 模 NN 与 PP 的 和 , 即 形 如 

CT 十 站 arbERrEN,yED 

的 元 素 的 集合 也 是 M 的 一 个 子 模 , 特别 , 设 x ,zs,… ,zx.E 以 , 那 
和 从， 


N= { Da |aER, 1<i<n| 
是 1 的 一 个 有 限 生成 学 模 , 它 由 rzra,…:ze 生 成 , 即 
N=Rrt Rr RY,. 
如 果 闻 二 N, 就 称 M 是 一 个 有 限 生 成 的 R- 模 , {x ,x;,-…,z) 是 玫 
的 -个 生成 元 集 ， 
设 NN 与 PP 是 R- 模 J 的 子 模 ,使 得 
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1 M=—N+P; 

{2) NNMN P= {0), 
这 时 ,我 们 称 村 是 NN 与 P 的 直 和 , 记 为 对 一 全 由 P. 特别 , 当 六 与 
P 都 是 非 平 凡 的 R- 子 模 时 , 称 MM 是 可 以 分 解 的 RR- 模 ;否则 ,就 称 
MM 是 不 可 分 解 的 环 - 模 ， 

又 设 入 是 R- 模 于 的 一 个 子 模 , 疼 作为 1 的 加 法 子 群 是 正规 
的 , 商 群 M/N 仍 是 加 法 交换 群 ,通过 

a N=~azrt+N, a€f R,rEM, 

使 WAN 成 为 R- 模 , 它 称 为 M 关 于 NN 的 商 横 . 

对 于 两 个 RR- 模 天 与 M' ,如 果 存 在 计 到 JM' 内 的 映射 pg: M-* 
MM' 使 得 

Oy erty rte ry€EM; 

(2) par)—atz)}, aER,rEM, 
就 称 8 为 从 对 到 MY' 的 一 个 R- 权 同 态 , 所 有 这 入 的 R- 模 同 态 的 集 
合 Homa(M,M' ) 具 有 自然 的 如 法 交换 群 结构 (试验 证 之 ), 与 群 的 
情形 相 平 行 ,可 以 定义 RR- 模 同 态 的 核 . 像 ,定义 R- 模 的 单一 同 态 、 
满 同 态 和 同 构 , 也 有 类 似 的 R- 模 同 态 基本 定理 . 

定理 2.5 设 F: MM' 是 R- 模 满 同 态 ,N 一 Kerp 是 MM 的 一 
个 子 模 , 则 诱导 映射 p(T+ 十 N) 一 plz) (rEM) 是 商 模 M/AN 到 好 
上 的 同 构 ; 从 而 名 纵 出 必 中 所 有 包含 NN 的 子 模 的 集合 与 中 所 
有 子 模 的 集合 之 间 的 一 个 一 一 映射 ， 上 | 

推论 2.6 设 旦 与 N 是 R- 模 M 的 两 个 子 模 , 则 有 RR- 模 同 构 

(HN}/HN/CHNMN). 
进一步 假定 NCHCMH, 则 有 RR- 模 同 构 
M/ACH /NM/H. | 
例 3 每 个 加 法 交换 群 G 自然 地 成 为 一 个 Z- 模 ,其 中 
na 二 gq 十 "十 4 Qt€G ntEy. 


年 个 
环 尺 中 每 个 左 理想 了 都 是 堪 民 - 模 . 特别 ,R 是 一 个 左 RR- 模 ， 
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并 且 有 /7 也 是 左 玉 - 模 . 又 设 5 是 尺 的 子 环 ; 则 尺 是 5- 模 (但 5 末 
必 是 RR- 模 )， 

现在 介绍 R- 模 的 张 量 积 . 设 M 是 右 R- 模 ,NN 是 左 RR- 模 ,定义 
MM 与 NN 的 平衡 积 为 一 个 加 法 交换 群 P 及 映射 

f:MXN—P, 

满足 ， 

(1 fomtm’ sn) = fm rn) fom’ sn)s 

(2) Flim,nt nfm,n) tf mn) 

(3) FOmr ,ay = fin rn), 
其 中 rER, mm 所 用 ,n,n EN. 我们 把 这 个 平衡 积 记 为 (P, 亡 ). 

石 R- 模 对 与 左 民 - 模 六 的 两 个 平衡 积 (P, 门 与 (QQ@,g) 之 国 的 
态 射 

和 (PP (Q,g) 
是 从 PP 到 外 的 加 法 交换 群 同 态 3: PQ@, 对 任意 的 mE MaE 
N, 有 
区 (一 下 (CC 人 

定 兴 27 右 六 模 好 与 左 尺 横 六 的 张 量 积 是 邓 与 的 一 
个 平衡 积 CMCOkN ,的 }, 它 具有 如 下 的 普遍 和 性质 ， 对 于 邮 与 闵 的 
任 一 个 平衡 积 (P, 放 ,存在 唯一 的 态 射 

yn: CMOOrN ,0) > CP, NN, 


遇见 MAN 的 元 素 是 形 如 >)mi@9n 的 有 限 和 ,其 中 mE 


MymEN, 对 于 mpnyntE Mnnin EN RreERA 有 
(pe 2 On = On + mn , 
mt ns) 一 天 全 Tm dn , 
mon — mCOra. 

我 们 可 以 证 明 右 R- 模 M4 与 左 R- 模 NN 的 张 量 积 的 存在 性 与 
唯一 姓 , 限 于 篇 幅 , 不 在 这 里 鞍 述 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [Ja2] 
p. 127. | 
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设 FMW 一 好 是 右 居 模 同 态 ,sg : NN' 是 左 R- 模 同 态 , 则 

存在 唯一 的 Abel 群 同 态 Ag : MEBDaN 一 好 四 nxN' ,使 得 
(CGOE DC 一 ogg mEM,nEN. 
又 设 PP : 及 一 Mi 是 右 尺 - 模 同 态 ,8 : N'->N" 是 左 R- 模 同 态 , 则 
(POST (fe) fg Cn 一 MeN 

设 灵 与 3 是 环 , 吉 法 交换 群 M 既是 左 5S- 模 ,又 是 右 R- 模 , 且 

对 所 有 的 rER,sES,mE€ 夺 ,有 
smr) ~ Cm)r, 
则 称 MM 是 5-R- 双 模 . 这 时 ,对 任意 的 左 RR- 模 N, 张 量 积 JMOOrN 成 
为 左 S- 模 , 它 的 左 S- 模 结构 定义 为 
smo —smiOn, sES mEMnEN. 

我 们 把 下 面 儿 全 同 梅 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

(1) ROANN, MOARSEM; 

(2) (MOM OrNMONDM' OrN, 

MOOACNODN 二 MON DMCORN'; 

C3) (MOORLD COs PM (LO P), 
其 中 M,M' 为 帮 民 - 模 ,N ,NN' 为 左 RR- 模 ,PP 为 左 S- 模 , 工 为 R-S- 双 

例 4 用 域 F 来 代替 环 尺 ,FF- 模 就 成 为 通常 的 让 上 向 量 室 间 . 
显然 ,上 向 量 空间 VY 与 多 的 张 量 积 VOrW 仍 是 下 上 向 量 空 ， 
启 , 并 且 , 若 四 :om 是 下 的 一 个 基 ,rot ,ws 是 全 的 一 个 基 ， 
则 mr 个 向 量 wiGOwiG 一 1 六 二 21) 成 为 的 sW 的 一 个 
基 . 

进一步 设 .er 与 名 分 别 是 V 与 W 上 线性 变换 ,A 一 {aw) 与 BB 
一 (bw) 分 别 表示 线性 变换 .or 关于 下 的 一 个 基 m…onr 的 秆 阵 
与 线性 变换 名 关于 W 的 一 个 基 w,…,w, 的 短 阵 , 即 

Le fm 一 Paw,, 2],2 ,Ns 
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BW) ED barwss kl sn 
=—1 


那么 ,wx 的 名 是 V@rW 上 的 线性 变换 , 它 关 于 VOrW 的 一 个 基 
{ow lsism1<eE<sn} 的 矩阵 是 4 的 B, 其 中 


auB al 有 + AnuB 
4G9B < Tm < 
amB anmB oY amb 


称 为 矩 苏 4 与 B 的 张 量 积 , 即 
(ef WB) (mm 一 5 Sl arbiaw 


j=1 t=1 


显然 , 当 和 4 是 mm 阶 算 阵 ,B 是 有 阶 矩 阵 时 ,AC@B 是 mn 阶 和 矩阵 , 且 
年 阵 的 迹 满 足 
trCAB)=tr (A BH) = Sl asbw. 


i=l kel 


最 后 ,我 们 讨论 有 恒 等 元 的 交换 环 尺 上 的 代数 . 

定义 2.8 设 二 是 有 恒 等 元 的 交换 环 ,R- 代 数 4 是 指 

《1) 4 是 一 个 有 恒 等 元 的 环 ; 

{2) A 是 一 个 R- 机 ， 

(3 rtab}—~(trab—atrt), reR,aibeAa. 

如 果 用 域 下 来 代替 环 R, 那 么 下 -代数 A 是 上 向 量 空间 , 当 
4 作为 -向量 空 间 是 有 限 维 时 , 称 4 为 上 有 限 维 代数 . 

4 的 一 个 子 环 8, 如 果 它 又 是 妇 4 的 R- 子 模 , 那 么 称 B 为 4 的 
KR- 学 代数 . 4 的 一 个 ( 左 . 右 或 双 侧 ?理想 了 如 果 它 义 是 4 的 一 个 
R- 子 模 , 就 称 了 为 4 的 代数 理想 . 一 个 R- 代 数 同 态 

pr A>B 
是 一 个 环 同 态 , 同 时 也 是 一 个 R- 模 同 态 , 此 外 ,我 们 可 以 定义 R- 
代数 4 关于 它 的 一 个 代数 理想 了 的 商 代 数 4/7 ,两 个 尺 -代数 A4 与 
B 的 直 和 AB 以 及 张 量 积 4 多 axB. 这 里 ,我 们 仅 权 给 出 4BsB 
的 定义 ,而 把 其 余 的 细节 留 给 读者 . 
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R- 民 数 4 与 召 的 张 量 积 ACOaB 是 RR- 模 的 张 量 积 ,由 于 尺 是 
交换 环 , 它 显然 具有 民 - 模 结 构 . 再 定义 ACQaB 中 元 素 的 乘法 为 
(aeG5 Ca' 06) =—aa' bob’, asa' E ALB EB. 
于 是 ,469gB 成 为 一 个 RR- 代 数 . 
例 5 每 个 环 是 未 代数. 
设 写 是 一 个 屁 法 群 ,R 是 有 恒 等 元 的 交换 环 . 构造 加 法 交换 
群 REGJ 如 下 : RLG] 的 元 素 是 形 如 之 4"C*)z 的 有 限 和 ,其 中 r(x》 


ERR 且 从 有 有 限 个 不 为 零 ;RLG] 中 加 法 定义 为 
Pr)zt Dstr)r= DY rer) sar), 
GG I 在 二 忆 世 


乘法 定义 为 
( Zr ez) ( Slscy)y) 一 2 Drer)sCy))}z, 


FE 9 一 友 


简 RR 的 纯 基 屏 法 定义 为 
r( ys(z)r] 一 (rsCz))z， 
ES . 


E42 志 电 


其 中 (十 sx) yrCr)s(y) 与 rstx) 分 别 是 环 RR 中 的 加 法 与 乘法 ， 
而 zy 是 群 G 中 的 乘法 . 这 样 ,RIG] 或 为 一 个 R- 代 数 ,通常 称 为 G 
在 RR 上 的 群 代数 . 特别 , 当 G 是 有 限 群 时 , 域 上 前 群 代 数 F[G] 
是 一 个 有 限 维 的 FF- 代 数 . 


习 是 

1 设计 是 一 个 尺 - 模 ,B 一 {8ERIbxr 一 0,¥ xEM}. 证 明 

《1) BB 是 尺 的 一 个 理想 ; | 
《2) 若 C 是 R 的 会 在 B 内 的 理想 , 则 通过 az 一 axtaER,zE 

MM) 在 MM 上 定义 了 R/C- 模 结构 . 
2. 设 邮 是 加 法 交换 群 , 证 明 仅 有 一 种 方法 使 以 成 为 2- 模 , 
3. 设 凡 是 一 个 玉 - 模 ,Mi 是 M 的 子 模 使 得 MM= y Mi 并 且 
一 1 
MMNM,= {0}, | 
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CN 10) ， 


| Mt FM DNM,—{0). | 
先 把 R- 模 直 和 的 概念 推广 到 任意 有 限 个 子 模 的 情形 ,再 证 明 


M= Pu, 
4 设 G 是 一 个 群 ,R 是 一 个 有 恒 等 元 的 交换 环 . 令 呈 [GJ 是 从 
G 到 内 的 映射 下 的 集合 ,除了 有 限 个 zEG 外 都 有 f(z) = 0. 在 
训 [C] 中 定 六 加 法 .和 滋 法 .加 法 恒 等 元 0 与 苹 法 恒 等 元 1 为 
(十 gJCz) 一 Cr 十 ECr)， 
(BE)(z) 一 2)g(z)， 


外 (一 0 
.10e)=1， 1(z)=0， 工区 1c， 
其 中 f,gERDG],zx, yz leEG. 
证 明 到 [GJ] 是 一 个 环 , 其 中 映射 的 集合 
{a’ ER[G]|a' (le =a, a (x)—0, x¥1e) 
是 与 尺 同 构 的 子 环 ,映射 的 集合 
{x ERIGI|z' C(x}=1, x (y) =0, yx} 
是 不 [Gj 的 秉 法 子 群 , 它 与 G 同 构 . 
如 果 进 一 步 定 义 
(Cr 六 (2 一 rr(z)， rER, rEG, fFERLGJ, 
证 明 站 [GG] 是 一 个 六- 代数. 如 果 定 义 只 [G] 到 况 [G] 内 前 映射 为 
Za x ff:Ge>R 使 f(x)=r(r), VE， 


证 明 它 是 一 个 R- 代 数 同 构 , 从 而 处 [G] 就 是 G 在 RR 上 的 群 代数 . 
5. 设 R 是 有 恒 等 元 的 交换 环 ,G 是 有 限 群 ,@ 是 G 的 一 个 共 
示 类 .证明 2 与 > x 是 G 在 R 上 的 群 代数 REG] 的 中 心 的 元 
ET 
素 ， 
6. 设 灵 是 一 个 环 ,时 与 好 是 两 个 R- 横 . 试 在 Homxr(CM ,M3 
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中 定义 加 法 、 嫌 法 与 纯 量 粱 法 ,使 它 成 为 一 个 及 代数 :并 在 
”Homr (CM, MM) 中 定义 加 法 与 纯 量 乘法 ,使 它 成 为 一 个 R- 模 . 

7. 设 R 与 S$ 是 环 ,M 是 左 R- 模 ,NN 是 左 5- 模 ,也 是 S-R- 双 
模 , 证 明 ， 存 在 典范 辐 构 

Homa (CM,Homs tL,N)) > Homs (LOORM ,N). 

8, 设计 与 N 蚌 域 上 的 向 量 空间 . 证明， 存在 向 量 空间 的 
热 范 同 构 MOOFN 二 HomrCM;,N) ,其 中 Mr 二 HomzCM,) 是 MM 
的 对 偶 空 间 . 

9. 设 邓 与 六 是 域 玉 上 向 量 空间 .证 明 : 若 {mm，…mer} 在 对 
中 线性 元 关 , 则 对 于 nnEN, > oaiGm 一 0 了 时 ,有 症 一 …… 一 二 一 0 

10. 若 邮 是 一 个 单 R- 模 , 则 对 每 个 mE M,m 隆 0, 有 MM== 
Rm, 

il. 设 情 是 一 个 有 异 等 元 的 环 ,el;… ,es 在 民 的 中 心 内 ,满足 

1 一 上 十 … 十 ee 时 一 ee， eei 一 0( 天 四. 
证 明 
R= ReD.…DRe,, 

并 且 每 个 Re; 是 尺 的 双边 理想 . 

12. 设 避 是 有 限 群 ,R= 二 QEG] 是 G 在 有 理 数 域 吕 上 的 群 代 
数 ,并 且 1G{>1. 令 


a er 
其 中 e 是 群 G 的 恒 等 元 .证明 ， 


下 多 
(1) el=elres—=é2rE162 e261 = 0s 


C2) 民 二 Rel 中 Res 是 RR 作为 双边 理想 的 直 和 的 分 解 . 
8 3 代数 与 模 ( 续 ) 
在 这 一 节 里 ,我 们 将 更 深入 地 介绍 代数 与 模 的 有 关 结 果 . 假定 


民 是 一 个 有 和 恒 等 元 的 环 . 
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一 个 有 限 生 成 R- 模 Y 是 自由 模 , 如 果 V 的 生成 元 集 {x1，…， 

34 是 如 -自由 的 , 即 
mrt r= rr 人 下 
时 ,ri 一 汪 一 盖 一 0. 于 是 
V=RAaD"DRi,, 

并 且 每 个 有 限 生 成 民权 M 是 某 个 有 限 生 成 自由 RR- 模 V 的 商 模 ， 
通常 把 生成 元 集 {ri，……z)} 称 为 了 的 R- 天 , 生 式 元 的 个 数 : 称 为 
VV 的 秩 . 

定义 3.1 一 个 R- 模 PP 称 为 射影 模 , 如 果 对 于 每 个 R- 模 满 
同 态 e : B 一 ~C 及 每 个 R- 模 同 访 Y: PC, 存 在 R- 模 同 态 hf: P 
阅 召 使得。 一 XY, 即 下 图 


是 交换 图 ， 

定理 3.2 对 于 有 限 生成 R- 模 ,下 述 命题 等 价 ， 

《1) PP 是 射影 模 ; 

(2) 对 于 民 - 模 满 同 态 e: B 一 C, 有 Abel 群 满 向 态 

s, : Homa(P,B}—- HomatP,C), 

其 中 se.(8) 一 se。 及，BG Homr(tP, 8); 

(3) 车 6 ; 8 一 -号 是 R- 模 满 间 态 , 则 存在 R- 神 同 态 8: P 一 
Bs 使 得 富 有 一 jpPs 

(4) 鞭 P 实 B/4, 则 PP 是 8 的 直 和 项 ; 

《5) 已 是 某 个 有 限 生成 请 由 民 - 模 VV 的 直 和 项. 

证 明 《1 = (2) 由 射影 模 的 定义 得 到 . 
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(2) 一 一 《3) 由 Abel 群 满 同 态 
t€:: Homa(P,B)—Homa(P,P) 

得 到 . 

(3) 一 ~ (4) 设 e: 如 一 -P 是 尽 - 模 满 同 态 ,Kers 一 4, 则 有 RR- 
模 同 态 8; PB 使 得 se* ==1r. 记 P' 一 [mB8CB; 由 el(P')=P， 
得 已 门 4= (10 县 产 兰 已 .此 外 ,对 每 个 5E 吾 ,存在 zE 忆 使 得 co) 
二 elzx) ;入 而 4 二 2 一 XKers 二 妇 , 即 5 一 a 十 x. 于 是 瑟 王 天 中 4 天 
是 吾 的 直 和 项 ， 

(4) 一 = (5) 因为 忆 人 /4 ,所 以 是 T 的 直 和 项 . 

(5) 一 一 (1) 设 V==POK. 考虑 R- 模 满 同 态 x :VY 一 P 及 单 
一 同 态 <: Px VY ,它们 分 别 由 Cp}rrp 肌 一 tp,0) 定 义 , 其 中 
PEP,kEK. 显然 ,x :ti 一 lr. 由 于 自由 模 V 是 射影 模 , 存 在 RK- 模 
同 态 扬 :VB 使 得 er 记 二 7 rw. 今 B= 二 产 。1: PB, 则 

es 月 一 Eo(B 0 一 (es BY)oe=m=(y eo A) et 
一 YY (x mo r= 1 

进一步 可 以 证 明 , 若 Pi 与 P; 是 两 个 有 限 生 成 R- 模 , 则 已 引 
P; 是 射影 模 当 且 仅 当 Pj 与 P; 都 是 射影 模 . 我 们 把 证 明 留 给 读 
者 . 

设 版 与 NN 是 两 个 RR- 模 ,一 个 RR- 模 同 态 上: MN 称 为 本 质 

同 态 ,如果 上 是 一 个 及- 模 满 同 态 , 并 且 对 每 个 R- 模 辐 态 的 序列 
X 一 >M 一 >N, 当 了，g 是 满 同 态 时 ,g 一 定 也 是 满 司 态 . 这 等 价 
于 不 存在 M 的 磋 子 模 被 R- 模 满 同 态 了 映 到 和 N 工 . 

R- 模 M 的 射影 包 P 是 指 一 个 射影 R- 模 PP 及 一 个 本 质 同 态 
f: P>M. 

命题 3.3 射影 包 如 果 在 在 的 话 , 它 们 在 同 移 的 意义 下 是 唯 
证 明 设 P 与 P 都 是 R- 模 AM 的 射影 包 , 则 有 本 质 同 态 
A: PM 与 广 : 书 一 对 .由 射影 模 的 定义 ,因为 让 是 满 同 态 , 存 在 
R- 模 同 态 8: PP 使 得 下 图 
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P' 


M 


是 交换 图 . 但 是 , 产 是 本 质 同 态 且 f 二 了 六。 8 是 满 同 态 , 从 而 8 是 满 
同 态 . 由 命题 3. 2(3), 因 为 P' 是 射影 模 , 所 以 存在 R- 模 同 态 p: P' 
一 忆 司 得 8: gq 一 lp. 注意 到 是 本 质 同 态 是 == 六 9.9 一 /op 
是 满 间 态 ,从 而 gg 也 是 满 同 态 . 于 是 8 是 一 个 同 构 ， 站 

RR- 模 M 的 子 模 满足 升 链条 忻 ,如 果 对 于 M 的 子 模 的 每 个 和 
链 

Mi 三 MMi， 

存在 正 整 数 N 使 得 Mn= Mn+1=--. 

英 似 地 可 以 定义 R- 模 MM 的 子 模 满足 障 链 条 件 , 即 对 于 MY 的 
子 模 的 每 个 降 链 

ad 二 NM: 二 …， 

存在 正 整 数 N 使 得 Ad 一 Ad 一 

定义 3.4 如 果 尽 - 模 闻 的 子 模 有 一 个 降 链 

ADD 一 07， 

使 得 每 个 商 模 MMSism) 是 单 模 ,就 称 MM 有 一 个 合成 列 ， 
Mi/Min;1 太 tin} 称 为 这 个 合成 列 的 合成 因子 . 

定理 3.5 R- 模 有 一 个 合成 列 的 充分 必要 条 件 是 M 同时 满 
足 升 链条 件 和 降 链 条 件 . 又 若 MM 有 两 个 合成 列 , 则 不 计 次 序 的 话 ， 
它们 的 合成 因子 是 相同 的 ， 

证 明 假定 同时 满足 升 链条 件 和 降 链 条 件 ,那么 好 的 真 
子 模 集合 中 几 有 极 大 元 素 Md: ,使 得 对 一 Md 学 于: 否则 ,我 们 可 以 
归纳 地 找到 MM 的 子 模 的 一 个 无 限 升 链 , 从 而 与 好 满足 升 链条 件 
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于 盾 . M; 或 者 为 {0} ,或 者 售 有 一 个 极 大 的 真子 模 Ms ,如 此 继续 下 
去 ,由 于 邓 满 足 降 链条 件 ,就 得 到 1 的 一 个 合成 列 ， 
反之 ,假定 M 有 一 个 合成 列 
M—MOMDO OM Qo {0}, 
对 名 和 作 归纳 法 ,可 以 证 明 MM 的 子 模 的 任 一 降 链 
NONO"“ DON, 
有 -SET1, 于 是 对 同时 满足 升 链条 件 和 降 链 条 件 . 当 上 =1 时 , 结 
论 显 然 上 不 立 . 设 &2>>1, 并 分 三 种 情况 讨论 . 
(1) 车 RN 一 对 ,NaCM ,因为 Ad 有 合成 列 
ad 一 1 下 一 10)， 
由 归纳 假设 ,一 1 所 倒 一 1) 十 1, 肥 :入 衣 十 1 
《2) 若 和 N= 二 了 ,Ni 态 Ms, 由 归纳 假设 ,MM 同时 满足 升 链 条 件 
和 降 链条 件 ,从而 Ma: 门 ww: 有 一 个 合成 列 
CM NOLDO DL ={0}, 
并 且 
MOOM NN)DODOL DD = {10} 
是 jz: 的 子 模 的 降 链 . 又 由 归纳 假设 ,s 十 2 所 .但 是 ,推论 2.6 告诉 
我 们 
CM NOM N/M NN Ns,), 
由 于 Mi 是 MM 的 极 大 子 机 且 NM; ,迫使 Ms 十 Na 一 好 上 且 商 横 是 
单 模 , 从 而 
NIM NOL OODOL n= i0} 
是 和 N; 的 一 个 人 台 成 询 . 归纳 假设 告诉 我 们 ,1 一 1 志 s 十 2 所 关 , 即 t 氨 
此 十 1. 
《3) 着 Ni 天虹 , 则 
MONIONID ION, 
是 M 的 子 模 的 一 个 降 链 ,由 (1) 或 (2 得 :十 1 所 上 十 1 从 而 上 狼 
上 十 1. 
接 下 来 证 明 命 题 的 第 二 部 分 . 设 M 有 两 个 合成 列 
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(i M=MOMD DM {0}: 
Ci M=NON DIONAa= {0}, 
由 第 一 部 分 的 证 明 得 =i. 现在 对 站 作 归 缘 法 来 证 明 . 一 1 时 是 
显然 的 , 设 >1. 车 Mi=N;, 由 归纳 假设 即 知 它们 有 相同 的 合成 
因子 . 若 Ms, 了 和 N;; 测 Mz 十 Ns 一 MM. 由 推论 2.6, 有 
Mi/Ms—M/Mo No/ (MN NN), 
ww 一 MA 门 mwa)， 
并 且 Ma: 门 Ni 同时 是 Mi 与 Na 的 极 大 子 横 , 设 
(MN NDLIDL, = {0} 
是 Mi 人 门 N; 的 一 个 合成 列 ,那么 

di) M—MOMDO MMNNAIDL ODOL =}, 

(iv) M=NIONIOMNNIIOL I DOL {0} 

都 是 M 的 合成 列 , 并 且 具 有 相同 的 合成 因子 . 但 是 ,归纳 假设 表明 
(1) 与 (这 ) 有 相同 的 合成 因子 , Gi) 与 iv) 也 有 相同 的 合成 因子 ,从 
而 (i) 与 i) 具有 相同 的 合成 因子 . 1 

命题 告诉 我 们 ,RR- 模 M 有 合成 列 时 , 它 的 合成 因子 集合 
{M/AMi4i01 扩 ?所 n} 不 依 束 于 M 的 合成 列 的 取 法 ,所 以 我 们 可 以 
把 它们 称 为 M 的 合成 因子 ,并 把 合成 因子 的 个 数 » 称 为 M 的 长 
度 , 记 为 CM). 

定理 3.6 设 训 是 RR- 模 和 且 满足 子 模 的 升 链 条 件 , 则 下 述 断 言 
等 价 ; 
(1) M 是 单子 模 的 直 和 和 ; 

《2) M 是 单子 模 的 和 (不 必 是 直 和 ); 

(3) 对 MM 的 每 个 子 模 Mt ,存在 M 的 子 模 M" 使 得 MM = 
M' DBM. 

证 明 (1) 一 = (2) 是 显然 的 . 

(2) 一 =- (3) 对 M4 的 每 个 子 模 Mr ,考虑 MM 的 子 模 的 非 空 集合 
{NINNM' = {0}}, 由 习题 5 知 它 有 和 极 大 元 素 ii, 只 要 证 明 M= 
M' 十 M" 即 可 . 设 若 不 然 , 存 在 xzEM, 但 xz 区 MM' 十 M", 因为 x 二 
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十 十 zt 其 中 ;WM,M 是 时 的 单 闻 模 ,1 所 i 所 1; 所 以 必 有 某 
个 zi 各 村 十 Mr， 从 而 好 人 斑 本 十 由 于 于) 是 单子 模 ,迫使 
MNCM MD 一 10), 于 是 ,CM 十 MD MM = 10 与 ad 的 极 太 性 
牙 盾 .这 就 证 明了 M= MDM". 

(3)= 一 =~ (1) 首先 证 明 邓 的 每 个 非 尝 子 模 x 都 包含 一 个 单子 
模 , 设 zEN,z 天 0. 考 虑 N 的 子 模 的 非 空 集合 {地 |z 儿 请} ,由 习题 
5 知 它 有 极 大 元 素 N' ,于 是 存在 M 的 子 模 M' 使 得 M=N'@BM*. 
令 N"=M"NN, 有 N=N' 儿 NN". 我 们 可 以 证 明 N" 是 M 的 单子 
模 . 设 若 不 然 ,N" 包 合 一 个 真子 模 N, ,并且 存在 N" 的 一 个 非 零 子 
模 N, 使 得 N" 一 NDNs, 于 是 NN 一 N' 呈 NBNs. 由 于 (N' 十 Ni) 
站 OV 十 Na) 一 和 N' ,或 者 xz 区 EN' 十 Ni1, 或 者 z 苹 N' 十 Ns, 这 与 N' 的 
极 太 性 矛盾 ,所 以 N" 是 M 的 单子 模 . 

现在 设 {M,iE1} 是 M 的 全 部 单子 模 的 集合 , 令 驴 = 


{zcz| Mi 是 直 和 ] ,由 Zorn 引 理 , 非 空 集合 名 有 极 大 元 素 了 
我 们 可 以 证 明 M 一 电 M.. 设 若 不 然 , 引 M, 是 M 的 真子 模 , 则 存 
在 以 的 非 零 子 模 MX 使 得 M 一 (Bu) @M. 但 是 M' 包 含 一 个 单 
子 模 Mj; (j 攻 10), 使 MM 仍 是 直 和 ;这 与 和 的 极 大 性 矛盾 ， 


所 以 NM 一 外 对 是 单子 模 的 直 和 ， 于 

我 们 把 满足 定理 等 价 条 件 的 R- 模 称 为 半 单 模 (或 完全 可 约 
模 ). 

定理 3.7 设 尺 是 一 个 环 , 则 下 述 命题 等 价 : 

(1) 每 个 R- 模 是 半 单 机 ， 

(2) 每 个 有 限 生成 R- 模 是 半 单 模 ; 

C3) R 作为 R- 模 是 半 单 的 ,并 且 R 是 有 限 个 极 小 左 理想 的 直 
和 和. 

证 明 (1) 一 = (2) 是 显然 的 . 
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(2) 一 = (3) 由 于 民 一 Rl 是 有 限 生 或 R- 模 (由 民 的 恒 等 元 1 
生成 ),R 作为 R- 模 是 半 单 模 , 即 R 是 一 族 极 小 左 理想 的 直 和 , 民 


一 一 出 Li, 设 
i 
1=en 十 十 esy 


其 中 加 后 并， 对 每 个 -ER, 有 
r=rl=re t+re., 
从 而 R= 四 … 外 L. 
(C3) 一 ~ 《1) 设 M 是 任意 的 R- 模 , 则 
M—RM= > > Lx. 


时 ET 
对 每 个 工 ; 和 xzE 以 ,考虑 R- 模 满 同 态 Li 一 … 上 :zr. 由 定理 2. 5,Lx 
或 者 是 单 模 或 者 等 于 零 ,从 而 M 是 半 单 模 ， 有 

我 们 把 满足 定理 3.7 等 价 条 件 的 环 称 为 半 单 环 . 

引 理 3. 8CScehur) 设 MM 是 单 R- 模 , 则 EndrCM) 是 除 环 . 

更 具体 些 , 当 民 是 代数 闭 域 上 有 限 维 代数 时 , 设 M 与 N 是 
两 个 单 丸 - 模 ,PE Homxr(tM ,NN), 则 

(1) 或 者 8 是 同 构 , 或 者 ?一 0; 

(2) M=N 时 ,Homa (M ,MEF. 

证 明 设 pgEHoma(M,N) 且 gx0. 由 于 Kerg 是 MH 的 子 模 ， 
Imp 是 六 的 子 模 , 但 是 M4 与 六 都 是 单 及 模 , 迫 使 Kere 一 0 及 Imy 
一 NN. 于 是 5 是 同 构 . 特别 , 当 M==N 时 ,Endr(M) 成 为 一 个 除 环 . 
进一步 假定 RR 是 代数 闭 域 户 上 有 限 维 代数 , 当 MM 与 NN 不 同 构 时 ， 
有 HomaCM,N) 二 0; 而 Homr CM,M) 基 一 个 除 环 . 这 时 ,i,p,F， 
-… 不 能 在 下 上 线性 无 关 , 存 在 一 个 非 零 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 
了 CT) EF[T] 使 得 六 中 一 0. 但 是 已 是 代数 闭 域 ,存在 轴 ，… 入 后 
使 得 了) 二 (TT 一生 一 村 ); 从 而 

fp=p A 1a2 tp A * wy) 0. 
但 是 ,Homa(M,M) 是 除 环 , 迫 使 ?一 六。，1w 于 是 HomatM ,MM) 之 
F. 1 
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从 现在 起 ,我 们 进一步 假定 R 是 交换 环 . 
定义 3.9 设 xzER, 如 果 存 在 x 个 整数 gi,… ,a,E2 使 得 
2 十 Gi 十 -十 Qs 一 0， 

就 称 x 在 ZzZ 上 整 . 特别 , 当 一 个 复数 在 上 整 时 , 称 它 为 代数 整 
数 . 

显然 每 个 单位 根 是 代数 整数 ;一 个 有 理 数 在 上 整 时 , 它 一 
定 是 整数 . 

定理 3.10 设 zE€R, 则 下 述 命 题 等 价 : 

(1) x 在 Z 上 整 ; 

(2) RR 的 子 环 ZLz] 是 有 限 生 成 Z- 模 ; 

《3) 存在 玉 的 有 限 生 成 2- 子 模 使 得 它 包含 Z[xj. 

证 明 (1) 一 = (2) 设 z 潢 足 

Tar™ 十 十 的 一 0 dr An Z. 
考虑 只 的 由 1,r xz 生成 的 2 子 模 , 因 为 
Tt 0 rE, 

所 以 Z[Lzj 由 1,x,… ,x”! 生 成 . 

(2) 一 = (3) 是 显然 的 ， 

(3) 一 (1) 设 R, 是 卫 的 一 个 2- 子 模 , 它 由 11,7z,*…,zx”! 生 
成 ,于 是 RICR;C… 迟 R, 导 …, 并 且 UR, 二 Z[z]., 叉 设计 是 民 


的 有 限 生成 2- 子 模 使 得 Z[z]CM, 于 是 U R, CC M .因为 有 限 生 


成 z- 模 的 子 模 是 有 限 生成 的 ,所 以 Z[x] 是 有 限 生成 的 , 即 存在 充 
分 大 的 使 得 Z[zj] 一 R.. 这 时 ,zx* 是 1,+,…,2"! 的 整 系数 线性 
组 人 台 , 即 二 在 上 整 . 

推论 3.11 KR 中 在 ZzZ 上 整 的 元 素 全 体 成 为 RR 的 子 环 . 

证 明 设 z,yER, 它 们 在 zZ 上 整 , 则 2Z[zx] 与 Z[yj 基 有 限 生 
成 Z 寞 .考虑 由 (Ffz) ,gCy)) f(rzyg(y) 定 义 的 映射 Z[x] Xx 
Z[yJ 一 2Z[z, yj, 这 是 一 个 2 模 的 平衡 积 ,因此 有 Zz 模 满 同 态 
ZLzjS92[yj] 一 *Z[z,yj ;使 得 Z[z,wj] 也 是 有 限 生 成 Zz 模 , 于 是 
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Z[Lzx,y] 的 每 个 元 率 都 在 Z 上 整 ,从 而 xz 十 yERR,zyER 1 
例 1 设 e 是 一 个 n 次 本 原单 位 很 ,; 记 入 一 gCn) 一 与 4 于 守 又 
比 = 小 的 正 整 数 的 个 数 , 即 是 Euler 函数 , 则 2 中 由 次 单位 根 
生成 的 子 环 QLs] 中 在 Zz 上 整 的 元 素 全 体 成 为 恕 [时 的 一 个 子 环 
Z[e], 并 且 Z[e] 一 2 中 Ze 中 … 引 Ze 1， 
最 后 ,我 们 介绍 有 关 赋 值 的 一 些 结 果 . 设 下 是 一 个 域 ,R" 是 
非 负 整 实数 的 集合 ， 
定义 3.12 域 玉 上 一 个 赋值 是 映射 pg: 天 一 R1 使 得 
{1) Ca 一 站 > a0, ntEK:; 
《2) plab)=pla) gb), abEK; 
C3) plat i Emax{ipla) ph))}, abEK. 
特别 , 当 委 法 群 玉 "的 同 态 像 1p(a) la€ Kk" ) 与 元 限 循环 群 Z 同 构 
时 ,yp 称 为 的 一 个 离散 赋值 . 
显然 ,集合 A 二 {a€EKK|gla) 扎 1} 是 居 的 一 个 子 环 , 称 为 ?的 
赋值 环 . 当 ? 是 天 的 一 个 离散 赋 信 时 ,A 是 一 个 离散 赋值 环 , 从 而 
是 一 个 主 理 想 整 环 , 它 只 有 唯一 极 大 理想 年 = {aE 关 |MKa)<1|)， 
并 且 mn 一 xA 是 一 个 主 理想 ,其 中 x€ 4 使 g(x) 生 成 无 限 循环 群 
{9a7ylaE 天 .相应 的 剩余 类 域 是 & 一 4/m ,并 且 4 是 整 闭 的 { 例 
如 参考 [AM],p. 65;,p. 94 或 LCR2],p, 81)， 
例 2 考虑 有 理 数 域 Q 上 的 Padie 赋 值 , 其 中 少 是 任意 固定 
的 素数 , 每 个 有 理 数 x 关 0 可 以 写成 
z= p", 
其 中 s 和 4 是 与 p 互 素 的 整数 . 若 令 
pr) = pp" 
并 规定 铝 (0)= 二 十 吕 ; 则 是 日 的 一 个 p-adic 赋值 . 它 是 离散 赋 
值 ,相应 的 赋值 环 就 是 p-adic 整数 所 成 的 环 Z,,8 关于 这 个 pp 
adic 冉 值 的 完备 化 就 是 p-adic 数 域 0,. 
进一步 设 :是 一 个 次 本 原单 位 根 , 考 虚数 域 Ce 的 p-adic 
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完备 化 下 , 它 是 一 个 特征 为 零 的 域 ,相应 的 p-adic 赋值 的 赋值 环 
万 有 了 唯一 的 极 大 理想 tm, 得 到 剩余 类 域 = 二 A/im 是 一 个 特征 为 p 
的 域 ,并 且 4 关于 p-adic 拓扑 是 完备 的 . 这 个 从 特征 为 零 的 域 KK 
过 渡 到 特征 为 p 的 域 的 过 程 称 为 模 tm 约 化 ,并 把 (K,4 , 直 称 为 
一 个 p- 权 系统 . 为 了 以 后 投 述 方便 起 见 ,我 们 不 加 证 明 地 介绍 一 
些 事 实 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [CR2 |p. 40,p. 81,p. 128,p. 402， 
p- 418 等 , 首先 ,KK[G] 是 一 个 半 单 代数 ,x[G] 同 时 满足 关于 左 理 想 
的 升 链条 件 与 降 链条 件 . 由 于 高 散 赋 值 环 4 满足 关于 理想 的 升 链 
条 件 , 所 以 ALG] 满 足 关 于 左 理 想 的 升 链条 件 ,从 而 每 个 有 限 生成 
4[LG]- 模 (或 上 LG] 模 )7 可 以 唯一 地 分 解 成 为 不 可 分 解 子 模 的 直 
和 


v=v,, 
每 个 公 是 不 可 分 解 的 , 即 V; 不 能 写成 两 个 非 平凡 真子 模 的 直 和 ， 
设 m 是 G 的 元 束 的 阶 的 最 小 公信 数 ,m 一 pm' 使 (rm' ,pp) 一 1， 
当下 包含 m 雇 本 原单 位 根 w 时 ,由 于 wr 一 1 一 0,w 是 一 个 居 数 整 


xX"—1= | (X—e). 
f=0 


如 果 记 aeEk 是 aeE4 在 典范 上 映射 A 一 A/m 一 下 的 像 ,那么 在 
k&[XX] 中 有 


{RR" 1)r ="—1= 本 (Ki). 
因此 {wi10 志 iSm 一 1) 给 出 全 部 m' 次 单位 根 , 每 个 出 现 pr 次 ,于 
是 上 包含 了 全 部 mm' 次 单位 根 . 
习 题 


1. 设 也 是 主 理想 整 环 ,MM 是 有 限 生成 品 模 ,TorCM) 二 {yE 
于 |ay 一 0 对 某 个 a€ 吃 } 是 JM 的 挽 子 模 . 证 明 对 是 搅 子 模 与 自由 
子 模 的 直 积 . 
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2. 在 主 理想 整 环 DP 上 定义 有 限 生 成 模 王 的 秩 是 自由 模 
M/Tor CM) 的 秩 , 证 明 

-C17) 若 MD?/K ,NWN rank (MD) mn rank(K):; 

(2) 车 NN 是 儿 的 子 模 , 则 N 与 M/AN 都 是 有 限 生成 的 , 且 

rank (MM) =rank(N) ranktM/N). 

3. 设 情 是 一 个 有 恒 等 元 的 环 ,R- 模 了 是 一 个 肉 射 异 ,如 果 对 
民 - 模 单一 同 态 xy: 8B8>* C 及 同 态 8: B= 了 ,存在 同 态 Y: CT 使 
下 图 


7 
pd 
8 4 
A 
I ~ 
是 交换 图 . 证 明 下 述 命 是 等 价 : 


《1) I 是 内 射 模 ，; 

(2) 对 于 忍 - 模 单 一 同 态 xn: B>* C ,有 Abel 群 满 同 态 x”: 
Homr(C,D >Homa(B,D) ,这 里 站 一 7。，my YEHoma(C ,DD; 

《3) 车 上 :1>> B 是 R- 模 单一 同 态 , 则 存在 丸 - 横 同 态 8 :如 
一 1 使 得 上 8: pm 一 1 

C4) 若是 R- 模 BB 的 子 模 , 则 了 是 B 的 直 和 项 ， 

4. 设 邓 与 六 是 展 - 模 ,上 : MN 是 本 质 单一 同 态 ,如 果 了 是 
一 个 单一 同 态 , 并 且 对 每 个 R- 模 同 态 的 序列 M 一 >N 一 >Y 使 
得 g。 了 是 单一 同 态 时 ,eg 一 定 也 是 单一 同 态 . 从 而 定义 MM 的 内 射 
和 包 了 是 一 个 内 射 R- 模 及 一 个 本 质 单一 同 态 了 : M1, 试 证 明 内 射 
包 如 果 存 在 ,在 同 构 的 意 闵 下 是 唯一 的 . 

5. 证 明 下 述 断 言 是 等 价 的 : 
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(1) R- 模 对 满足 升 链 (或 降 链 ?条 件 ; 

(2) 及 - 模 M 的 子 模 的 非 空 集合 有 极 大 { 或 极 小 ) 元 素 ， 

6. 设 RR 是 有 恒 等 元 的 环 .一 个 R- 模 MM 的 根 rad kM) 定义 为 
af 的 所 有 极 太 子 模 的 交 . 类 伺 的 ,定义 卫 的 根 radtR) 为 尺 的 所 有 
极 大 左 理 想 的 交 . 试 证 明 

(1) 设 : LM 是 R- 模 同 态 , 则 f(rad (LI))Crad (MD), 

《2) 设 工 ,时 是 民 - 模 , 工 志 好 , 刚 

radtL)CradtM}, (rad CCM) Ti) /Lrad(M/L), 
rad (RYMCEradCM). 

《3) 设 好 是 有 限 生 成 尺 模 , 工 是 邮 的 子 模 并 且 满 足 工 十 
radaz) 一 工 , 则 了 工 一 RM. 

(4) (Nakayama 引 理 ) 设 邮 是 有 限 生 成 民 - 模 ,三 是 对 的 子 
模 并 且 满 足 工 十 rad(R)M 一 M, 则 LMM. 
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第 二 章 ”有 限 群 的 常 表 示 


我 们 想 使 用 尽 可 能 初等 的 语言 来 介绍 有 限 群 的 常 表示 理论 ， 
只 要 求 读者 熟悉 线性 代数 以 及 第 一 章 预 备 知识 中 所 介绍 的 内 容 . 
本 章 涉及 的 群 G 部 假 定 是 有 限 群 . 


§ 1 线性 表示 的 定义 与 例子 


设 V 是 复数 域 C 上 x 维 向 量 空 间 , {vw ,… ,mm} 是 Y 的 一 个 基 . 
叉 设 GLCV) 是 WV 的 可 道 线性 变换 全 体 所 成 的 群 , 即 对 于 任意 的 a 
EGLOV) ,定义 C 上 线性 映射 4a: VV 为 

a wi) = D>) ayvrs aijEC, 
i=1 
使 得 (ai 门 基 A 阶 复 可 道 第 阵 . 

定义 1.1 设 G 是 有 限 弱 法 群 ,G 在 V 内 的 一 个 线性 表示 是 
一 个 从 群 G 到 群 GLC(V) 内 的 同 态 pp;G 一 GL(V). 这 时 ,V 称 为 
G 的 一 个 表示 空间 ,VY 的 维 数 = 称 为 表示 的 次 数 . 特别 , 当 上 erp 一 
0 时 ,p 称 为 G 的 忠实 表示 . 

对 于 zxEG, 记 p(x)EGL(V) 是 V 上 可 逆 线 性 变换 . 于 是 

OK) 一 并 JOY ryEG; 

PLZ 一 (pz Z 人 人 

P(1) 二 1y 是 Y 上 人 恒 等 线 性 变换 . 
汶 简 单 计 , 用 p; 代 苦 ptx) ,并 设 民 是 ma 在 基 {o os 下 的 征 
阵 ,R, 一 《rij(x)). 于 是 

RR,—Ryy, 了 ?EC 

det (RF0, rEG, 
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Ri=1 是 n 阶 单位 矩阵 ， 
R,-!=(R.), TtEG, 


ra(Ty) 一 pp ritz)raty), TyESG, 
j=1 


反之 ,已 知 可 逆 矩 阵 尺 .= (rijCz)) ,xEG, 满 足 上 述 性 质 , 则 存 
在 一 个 6G 在 V 内 的 线性 表示 p, 使 p: 与 R. 对 应 . 因此 ,可 以 用 逢 
阵 形式 来 给 出 一 个 线性 表示 . 

设 p:G 一 GGL) 与 p :G+ GL(OV' 是 群 G 在 向 量 空间 Y 
与 内 的 两 个 线性 表示 ,如 果 存 在 向 量 空间 的 同 构 r :了 -一 使 
得 

Tr* pro rT IEG, 
那么 ,这 两 个 线性 表示 是 同 构 的 , 用 和 矩阵 语言 来 说 , 即 存在 可 逆 复 
第 阵 工 使 得 
TR,=R:T, XEG, 

即 R. 一 TR,T-!. | 

设 G 在 C 上 的 群 代 数 为 C[Gj, 邦 么 GG 在 V 内 的 线性 表示 

PIG GLVY) 
可 以 线性 地 扩充 为 一 个 亡 -代数 同 态 
pi CIG] 一 Ende(V), 

使 得 

pl { Bez)7) | by)yj ] 一 ( az) ( Doe0, 


一 > | > 1a(z)502)| pe: 
二 是 ,被 赋予 左 CIG1 模 的 结构 ， “ 
, <?z| * UO 二 Dalr) pry), vEV. 
反之 ,这 样 定义 的 C[CG]. 模 结构 也 给 出 了 G 在 V 内 的 一 个 线性 表 
示 . 为 方便 计 , 我 们 将 不 加 区 别 地 使 用 术语 “线性 表示 ”或 " 模 ”. 


例 1 每 个 群 G 有 一 个 平凡 的 1 次 表示 pp: GC* ,对 每 个 工 
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EG 有 clr) 一 1, 通 常 称 为 单位 束 示 . 

例 2 每 个 群 G 有 一 个 正则 表示 . 设 G 的 阶 为 g,VY 是 C 上 gg 
维 向 量 空间 , 它 有 一 个 以 G 中 元 素 为 指标 集 的 基 {v,|zEG). 定义 
GG 的 正则 表示 Reg : G GETY) 为 

Regr(v)—vy XIEG, 

重 一 般 地 , 设 5 是 一 个 有 限 集 , 群 G 作用 在 S$ 上 .又 设 PF 是 Cc 
上 向 量 空间 , 它 有 一 个 以 S 中 元 率 为 指标 集 的 基 {w,|sES). 定义 
全 关于 5 的 置换 表示 pp:G 一 GLCV) 为 

PV) Uns AEG,sES. 

设 p:G 一 GLOV) 是 一 个 线性 表示 ,WCV 是 在 避 作 用 下 稳 
定 的 子 空间 , 即 对 于 wwE 久 ,TEG, 有 ptw)EW. 限 制 p; 到 信 
上 ,得 到 W 上 可 道 线性 变换 p; |w, 于 是 ， 

plwi CG— GLOWY 

是 如 在 克 内 的 线性 表示 , 称 为 p 的 一 个 子 表 示 , 或 称 W 是 7 的 
一 个 CLG]- 子 横 . 例如 , 当 p 是 G 的 正则 表示 Reg 时 , 令 殉 是 六 
的 由 向 量 " 一 2 ve 生成 的 1 维 子 空间 , 则 W 是 7 的 一 个 
CLGJ- 子 模 , 它 就 是 G 的 单位 表示 . 

定 久 1.2 设 p:G 一 GL(V) 是 GG 的 一 个 线性 表示 ,如 果 V 
天 4 且 V 不 含 G 作用 下 稳定 的 非 平 凡 子 空间 ,那么 p 称 为 G 的 一 
个 不 可 约 线性 表示 ,或 称 V 是 一 个 单 CLG1T 模 . 否则 , 则 p 是 可 约 
的 线性 表示 ,或 称 V 是 可 约 的 CLC]- 模 . 

每 个 1 次 表示 显然 都 是 不 可 约 表 示 . 

定理 1 3(Maschke) 设 V 是 一 个 C[G]- 模 ,WCV 是 一 个 
CLGJ]- 子 模 , 则 存在 Y 的 CLGJ- 子 模 W' 使 得 V=WW'. 

由 第 一 章 的 定理 3. 6 ,每 个 CLG]- 模 是 半 单 模 , 从 而 由 第 一 章 
定理 3.7, 群 代数 CCEG] 是 半 单 代数 . 

证 明 作为 C 上 向 量 空间 ,存在 VY 的 子 空间 W, 使 Y= 镀铬 
Wo, 于 是 存在 Y 到 WW 上 射影 PE Ende(V) ,满足 
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疡 | 一 1w， 办 (7 三 
令 


re pr pr! 
因为 p(V)SW ,pOWICW ,所 以 p' 0) 守 开 .对 任意 的 wEEF; 国 
为 pC EW Pp pil =p wR po po orl) =w, 所 以 
po)= 芭 ;好 |w==1w; 从 而 p' 是 VY 到 W 上 射影 .对 任意 的 yE 
避 , 由 


知 p' EEndcael(V). 令 
W'= (ly—p (VEYV, 
则 p'iw==0. 易 证 7 一 WOW' 是 子 空间 的 直 和 ,县 对 于 wEV， 
PC(w) 一 0 当 且 仅 当 wE W'. 从 而 对 任意 的 wwEW' 及 yEG; 有 
po 一 py pw) 二 0; 即 p,Cw) EW', 于 是 ,W' 是 V 的 
CLGJ]- 子 模 使 得 VW@w'. | 
由 定理 的 证 明 可 以 着 出 ,对 任意 的 域 下 ,只 要 charF 不 是 1G| 
的 因子 ,| 总 有 意义 , 群 代数 FP[G] 就 是 半 单 代数 , 用 矩阵 的 语言 
来 说 , 设 RR, 与 R; 分 别 是 plw(z) 与 pjw (xz) 在 W 的 雪 {wel ,tw} 
与 W' 的 基 {wi,…,w'} 下 的 挫 阵 , 则 p(x) 在 V 的 基 {rwr,… ,rw,， 
ai 下 的 矩阵 是 
四 站 
0 R' 
类 似 地 ,可 以 给 出 任意 有 限 多 个 CLGl- 模 的 直 和 的 斥 阵 形式 , 它 也 
是 个 分 块 对 角 和 矩阵 . 
定理 1.4 每 个 CHG]- 模 Y 是 单 CLG]- 寞 的 直 各 ， 
证 明 用 定理 1. 3 与 第 一 章 的 定理 3.6. | 
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设 了 一 确 : 电 … 人 四 W 是 把 VY 分 解 成 单 CLGJ- 模 直 和 的 一 种 分 
解 ,又 设 (ye ;vw,} 是 W: 的 一 个 基 , 对 任意 的 TEG,RY 是 石 | w， 
在 这 个 基 下 的 矩阵 ,1<Ci<<h. 那么 在 吕 的 基 tonyyor von 
svms} 下 的 矩阵 是 分 块 对 角 和 矩阵 
RY 
RW 


RS 
一 般 说 来 ,V 的 这 种 分 解 并 不 是 唯一 的 ,但 是 我 们 可 以 证 明 , 辣 构 
于 某 个 单 CLG]- 模 钱 的 W; 的 个 数 是 唯一 确定 的 . 
命题 1.5 设 iWi}hier 是 单 CLGJ] 模 同 构 类 的 代表 元 集 ,V 是 
一 个 CLGj- 模 , 则 VV 有 典范 分 解 


V = 中” 
其 中 Vi 二 iW 一 玉昌 … 昌 Wi, 并 且 这 个 分 解 与 VV 分 和解 成 单 CLGT- 


十 
模 直 和 的 方法 元 关 , 即 对 的 任意 一 个 单 CLG] 模 的 直 和 分 解 V 
= 由 Uj; 当 P= 电 U; 时 ,有 v= 人 ，V 一 站 ET 了 


证 明 ”由 定理 1, 4,V 的 典范 分 解 是 一 定 存在 的 . 设 W 是 Vy 
的 任意 一 个 单 cLG] 子 模 使 玉宇 W, 则 对 wE 玉 , 由 家 和 分 解 VV 一 
ww 二 Dw, wiEU,. 


内 ,有 
jE 


当 zw 天 0 时 ,考虑 典范 射影 x: V-rU;, 有 CW) 郑 0. 由 于 W 与 
U0; 都 是 单 CLG]- 模 ,限制 于 本 ,mr WU 是 一 个 同 构 ,因此 ， 
除了 如 衬 W; 外 ,总 有 wj; 一 0, 于 是 元 E 放 , 妇 多 己 六 . 队 而 对 每 个 
iET, 有 Vi 三 从 . 又 设 了 E Homera (VV, ,i,t ET 有 和 且 i 六 i'. 车 
了 了 0, 则 及 的 与 Wi; 同 构 的 单子 模 忆 使 AP) 天 0, 并 且 FP) 是 
六 ;的 与 Wi 同 构 的 单子 模 , 这 显 的 是 芒 逮 的 . 所 以 
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Homaco FV Vi)=0, ii ET IF. 
现在 考虑 嵌入 同 态 = : 了 >V 一 从 Vi 对 5 7 由于 Voc 有 
Hometo Kg) 一 0, 一 定 有 r( 名 所 ,从 而 六 一 大 。 上 

与 线性 表示 的 直 和 运算 相 平行 的 是 线性 表示 的 张 量 积 . 设 
PD CC 一 CE 与 pr2:， G 一 GL(V:) 是 G 的 两 个 线性 表示 ， 
对 每 个 xEG, 通 过 

Pr (Ow) =p (mp {vas MEVv 人 EV,, 
定义 pz 与 p% 的 张 量 积 为 G 的 线性 表示 p: G 一 GL(V1@V。). 
根据 第 一 章 $ 2 所 介绍 的 张 量 积 的 定义 和 性 质 ,p 是 由 p 中 与 po 
唯一 确定 的 , 记 为 ; 
Pp:—p tp, rEG. 

由 第 一 章 8 2z 例 4, 如 果 RW 与 RR 分别 是 p 由 与 pop 中 在 太 
的 基 {1 ,v1) 与 Vy 的 基 {xww1,*… ws} 下 的 矩阵 ,那么 ps 在 加 
Vi 的 基 人 多 mji11si 和 rsJsSe 下 的 算 阵 是 REORO 一 R. 必 
须 注意 的 是 ,两 个 不 可 约 线性 表示 的 张 量 积 一 般 不 再 是 不 可 约 的 ， 
如 何 把 它 分 解 为 不 可 约 表 示 的 直 和 是 群 表示 论 中 的 一 个 重要 课 
题 , 

例 3 设 p: G -GLOV) 是 G 的 一 个 不 可 约 线性 表示 ,po 
-8 22e :OG GL (VO: -CY ) 就 包含 两 个 明显 的 子 表 示 : 


外 天 4 与 对 称 大 S: (V7). 设 fo ,9 是 C 上 向 量 空间 VY 的 
一 个 基 ,S; 是 天 次 对 称 群 . 对 o€ S54, 记 ov C06000) 二 vegj 的 -… 
Go， 则 StV) 有 一 个 共 , 它 由 所 有 形 如 

BeBe Lh 


的 向 量 组 成 ,因此 dimcS*CV) —| "te .进一步 设 


1，。 是 偶 置 模 ， 


sen(o) 一 | 1 “是 霖 在 换 


生生 


则 在 (V) 有 一 个 基 , 它 由 所 有 形 如 
Dsgnto) ov O00,), ln 


的 向 量 组 成 ,因此 dimcA(P) 一 2] ， 
特别 ,当天 一 2 时 ,YY 一 S207) 四 4 必 (7)， 
设 p:G 一 GE 是 人 在 了 内 的 线性 表示 ,我 们 可 以 定义 它 
的 对 偶 表 示 ( 或 反 生 表 示 )2 : G 一 GL(V'), 其 中 V' 一 Home(lV， 
C) 是 Y 的 对 侦 空间 .对 任意 zEG,fEV' 及 vEV, 令 
Cp C0 = Fp wv)). 
容易 验证 , 它 定义 了 局 在 V' 内 的 线性 表示 p". 如 果 取 {o on} 
为 了 的 一 个 基 ,{ 刻 ,…, 刻 ) 为 V' 的 对 偶 基 , 即 
EACH ET 
叉 设 p: 关于 VV 的 这 个 基 的 矩阵 为 R, 二 Grij(x)),p? 关于 T" 的 对 
偶 基 的 矩阵 为 R: 一 G3 (zy)). 由 于 


px (Ff) = > Cr fis Po) 一 3 + 


Cos Fw) = fp Co)) 
一 上 rz)or =rin(x), 
1 


| 2 CIF) Cw =ri (x), 
其 中 Ri!= (75 (z)) 是 R; 的 道 矩 阵 , 于 是 ;RI 是 R, 的 逆 算 阵 的 转 
置 , 即 

R: ~ (Rz!). 
进一步 设 7 与 厂 是 两 个 CLG]- 模 ,通过 典范 同 构 Home(V， 

玉 ) 宇 V ' CeW ,HomeCV,W) 成 为 一 个 C[GJ] 模 ( 见 第 一 章 $2 习 
题 8). 对 任意 的 AS Home(CY ,WD),wEV 及 xzEG, 有 

T* 站 (oz 一 工 * (fr +0)), 
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即 下 图 


VV + WW 
+ 
Vy Te Ww 


是 交换 图 . 特别 , 当 W=C 是 平 凡 模 时 ,对 任意 的 xEG 及 区 EE 爷 ， 
有 xz* w=w, 于 是 ,V* 之 Home(V ,C) 上 土 的 C[GJ- 模 结构 由 
(zr Or 0), fFEV'vEV ZEG 

给 出 , 怡 好 与 前 面 定 义 的 一 致 . 

考虑 从 站 到 五 的 CLG]- 模 同 态 所 成 的 子 空间 Homerol 人 VY， 
WY. 对 任意 的 FE Homemky ,W),zEG,vEV, 因 为 

{re =z Cflr 10 一 了 (wo)， 
所 以 了 E Home(V,W)*, 即 有 Homeraj(V ,HEHomcCY ,WY)S. 反 
包含 关系 是 显然 的 ,于 是 有 
Homc(T ,W)°=Homcol (VY ,W). 

最 后 ,我们 证 明 有 限 群 G 的 每 个 线性 表示 都 同 构 于 一 个 本 表 
示 , 即 它 所 对 应 的 矩阵 形式 R; 都 是 丁 短 阵 , 

命题 16 设 p;: GG 一 GLOV) 是 一 个 线性 表示 , 则 可 以 在 V 
内 适当 选取 基 使 得 六 在 这 个 基 下 的 年 阵 R, 是 酉 矩阵 ,TEG. 

证 明 ”作为 复数 域 C 上 = 维 向 量 空间 ,可 以 这 样 定义 一 个 
正定 的 Hermite 内 积 C ，) : 

选取 {wy,…,v.} 是 VV 的 一 个 基 , 定 久生 (vi,vj) =6, 使 得 
更 (，) 是 了 上 一 个 正定 的 Hermite 内 积 . 然后 ,对 每 个 xEG, 通 
过 

Vu 0p Av) vuEV 
定义 了 Y 上 一 个 新 的 正定 的 Hermite 内 积 更 -( ，), 现在 ,对 任意 
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的 WyUEV, 令 
(0) ET D(a), 
本 
它 就 是 所 要 定义 的 正定 的 Hermite 内 积 . 对 任意 的 yEG; 因 为 
(pr) Pro 一 证 Delp ps0)) 
EE 


一 en Sepp, 0) ,pepy 0)) 
E13 
1 
-G1 YP +Pry Cv)) 


一 -二 一 《下 人》 
IG| 
主管 站 


所 以 这 个 Hermite 内 积 是 G- 不 变 的 . 现在 ,我 们 可 以 在 了 内 选取 
一 个 基 {fai mm)} 使 得 (ea 站 一 5i 即 这 是 Y 的 一 个 关于 所 定义 
的 G- 不 变 的 正定 的 Hermite 内 积 ( ，) 的 正规 正 交 基 . 于 是 ,对 每 
个 xEG,ps: 在 这 个 基 下 的 斥 阵 R, 是 丁 惩 阵 , 即 有 


Rr'—RI 上 
习 题 
1. 证 明 映射 
dU -| 加 3 B -| | [LD i=~v 1 
及 映射 
li 
a + bir 
1 Do 1 0 


定义 了 二 面体 群 D, 的 线性 表示 , 它们 是 否 等 价 ? 
2. 证 明 两 个 1 次 线性 表示 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 作为 
映射 是 相等 的 . 
3. 设 FF, 是 特征 产 >0 的 趟 ,G 是 p 阶 循环 群 (x》. 证 明 由 
1 1 
™ -|; | 
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定义 的 避 的 线性 表示 是 可 约 的 但 不 是 完全 可 约 的 , 即 对 应 的 
声 ,[GIF 模 是 可 约 的 但 不 是 完全 可 约 的 ， 

4. 设 p: G 一 GLC(V) 是 有 限 群 6 的 线性 表示 ,对 每 个 xE 
Gp 关于 VWV 上 一 个 正定 的 Hermite 型 f(，) 是 复 向 量 空间 VV 上 
的 酉 变换 , 证明; 对 每 个 CLG] 子 模 WCV, 有 YY 的 CLGD 子 模 的 
直 和 分 解 玉 二 WOW1, 其 中 Wi={vEV|1FOW,w) 一 0), 从 而 六 
是 完全 可 约 的 ， 

5, 设 普 是 二 维 复 向 基 空 间 , 证 明 

VOV=SV DLETV). 


§ 2 特征 标 理论 


设 伙 是 一 个 C- 向 量 空间 ; 它 有 一 个 基 401 3 9 Un} 又 设 a 是 VV 
上 线性 变换 , 它 关 于 这 个 基 的 和 矩阵 为 (a;). 我 们 定义 线性 变换 a 的 
迹 为 a 的 所 有 特征 值 的 和 ,从 而 


trta)— py Que 


易 见 ,这 样 定义 的 迹 不 依赖 于 VV 的 基 的 取 法 . 

定 兴 21 设 p: G 一 GLOWV) 是 G 在 V 内 的 一 个 线性 表示 ， 
对 每 个 =EC, 通 过 

Xofz) 一 trfpz) 

定义 了 加 上 复 值 函数 入 : G 一 C, 我 们 把 % 称 为 G 的 线性 表示 
的 特征 标 . 有 时 为 了 强调 表示 空间 了 ,也 把 如 写成 %,. 在 不 至 于 引 
起 误会 的 情况 下 ,也 简写 为 

命题 2.2 设 xX 是 有 限 群 G 的 有 次 线性 表示 p 的 特征 标 . 则 

(1) XC(1)—=ns 

(C2) Xx YX XEGS 

(C3) Y(yzry DD—=Xtr), zryEG. 

证 明 由 于 二 1y 上 且 dimeV = 二 n, 因 此 (1) 成 立 . 又 因为 p; 是 
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有 限 阶 线性 变换 , 它 的 盖 个 特征 值 届 ,都 是 单位 根 ,从 而 六 的 
共 厚 复数 4 一 入 ! 于 是 
X(TY tr (0) ~ 214 一 2 
=tr(pr  )—=X(r ), 

得 到 (C2). 因为 对 于 VWV 上 线性 变换 a 与 65, 有 triaB) 二 tr(bu). 令 必 
二 pypzo5 二 py !， 即 得 (3) 成 立 ， 于 

GQG 上 阔 数 满足 条 件 (3) 时 , 称 为 类 函数 , 它 在 G 的 共 印 类 上 了 芭 
常 值 . 我 们 将 证 明 忆 上 每 个 类 函数 是 特征 标的 线性 组 合 . 

命题 2.3 设 p; G 一 GLOT) 与 rr: GGLW) 是 G 的 两 
个 线性 表示 ,xi 与 如 分 别 是 它们 的 特征 标 , 则 

C1) 和 em 一 如 十 War 

(2) wemw 一 Xirs 

(3) 和 一 入 


(4) Ke C7) = Kr) TX Ce)), rEG, 


Xen (z) 一 六 (trCz)2 一 xz2))， rEG. 


证 明 如 所 周知 ,对 每 个 xEG, 若 p. 与 r 关于 V 与 W 的 基 
的 矩阵 分 别 是 R, 与 了-, 则 
R, 0 i 
| 中 ROT. 与 ( Ra) 
分 别 给 出 如 的 线性 表示 了 四 下 ,7 因 琴 与 了 在 相应 的 基干 的 算 
阵 . 于 是 (1),(2) 与 (3) 成 立 . 
为 了 证 明 (4) ,对 任意 固定 的 z€EG,; 由 于 zz 是 有 限 阶 元 素 , 满 
是 pl 一 Jy= 二 0, 我 们 可 以 选取 的 一 个 基 {o1,… ,ww,} 使 得 每 个 vo 
都 是 ex 的 特征 向 量 , 即 pe) 一 olssr<so 于 是 


Xr (z= DA X(T) >,Y. 
fr 一] t=} 


由 于 mm 的 四 十 广 的 mi 和 1 是 SC 的 一 个 基 ， 
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mi 一 on 让 是 在 (7) 的 一 个 基 , 并 且 
(p000) v00, + ov 00) = Nv Rv), 
(po) Co O— v0 = hv — vo) , 
因此 


Xs CX) 一 7 一 > 六 十 DAA 
i i=1 6 
=2[( a)’+ Dx*] 


Xa Cr) = Dl > D2*]， 
这 就 证 明了 (C4). 上 
例 1 计算 对 称 群 5; 的 不 可 约 线性 表示 的 特征 标 一 一 不 可 
约 特征 标 - 
解 ”首先 ,G =S, 有 两 个 1 次 表示 ;单位 表示 pp: G 一 
GLKC) 与 符号 表示 户 :， G 一 GLCC) ,它们 分 别 由 
poCzygl) 一 1， pkzlCly 一 sgnkz)1， XEG 
定义 
避 还 有 一 个 自然 的 置换 表示 p : G 一 GL(C”), 它 置换 3 维 向 
量 空 间 人 的 标准 基 {e1,e;,es}, 即 对 任意 的 EG,p(e) 二 erw;y 它 
等 价 于 
Pe 
这 里 (zl 223123) 一 2181 十 2282 十 za63 所 CC*. 这 个 线性 表示 包含 一 个 与 
单位 表示 同 构 的 1 次 表示 , 它 以 刀 十 ez 十 es 为 基 . 它 在 C: 中 的 补 子 
空间 
V={(e1 T2123) EC zz 二 Tz23 = 0} 
给 出 避 的 一 个 2 次 线性 表示 r: G 一 GL(V). 因 为 VV 不 会 G 作 
用 下 稳定 的 1 维 子 空间 , 它 是 不 可 约 的 , 称 为 G 的 标准 表示 . 取 
YE 一 让 |] Er Ta 一 友 2 ~ €3 


是 六 的 一 个 基 , 则 Po lr) yo) 与 r(z) 关 于 对 应 的 基 的 卸 阵 为 : 
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(1) (1 2) {1 3) 《2 3) 123) (132 
[1] [1] [1] D3 [0] L1] 
[3] E 一 菇 [1] [—1] 1 [1] 


ood; oh db bo 


容易 验证 ; Xp 一 Xp 十 XX Xvev 二 窟 二 Xp 十 十 Xe Xr 二 
及 Xe 一 如 .以 后 我 们 将 证 明 G 有 且 仅 有 3 个 不 可 约 特 征 标 ， 
Xp 和 与 Xr- 

对 于 GG 的 线性 表示 2: G 一 GE) 我 们 关心 的 问题 之 一 是 
每 样 把 Y 分 解 成 单 CLC]- 模 的 直 和 , 作为 第 一 步 是 要 找 出 那些 与 
单位 表示 同 构 的 1 次 不 可 约 表 示 ,它们 的 直 和 就 是 

Ve={vEV Ip =vu, YrEG). 

令 


bp—1E] DEEndeCV), 
4 
对 任意 的 yeEG, 由 于 
1 lL 
Pppy | 万 | 人 pe 1GI 之 pm 1 ps 
我 们 有 pEEndaolV), 对 于 vEV*; 因 为 
一 1 
p(w) -TG A) = 癌 己 *- Ts 
所 以 VSImp. 反 之 , 设 
vplw)— 人 Ei Dw) EImp, 
蝶 
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对 任意 的 yE G, 因 为 
po 一 个 已 eerco- 合 D7 Ps Cw) = ph) 一 人 
. _ 正巧 
所 以 Imp 守 V5 于是,V* 一 Imp. 又 因为 户 =p; 所 以 pp 是 V 到 WV 


上 的 射影 ， 
考虑 到 中 与 单位 表示 同 构 的 1 次 不 可 约 线性 表示 的 个 数 
m=dimeVo=tr(p) = De) . 
如 果 p :GGL(V) 本 身 是 一 个 与 单位 表示 不 同 构 的 不 可 约 线性 
表示 时 ,因为 dimeVo—0, 有 ]G] (x) 一 0 
设 V 与 W 是 G 的 两 个 线性 表示 ,由 $1, 我 们 有 
Home (VY ,WY)°—HomeolV ,WY). 
由 于 存在 品 然 的 同 构 
Homc (YDY' ,WHome(Y ,WDBHome (WY ,W), 
Home VY , WOW' Home(V ,WBHome(Y ,本 ), 
如 果 Y 是 单 CLG]- 寞 ,由 Schur 引 理 ,dimcHome (CV,W)" 等 于 丙 
分 解 为 单 CLGJ]- 模 的 直 和 时 与 V 同 构 的 单 CLG]- 模 的 数目 , 类 似 
地 ,如 果 仔 是 单 CL[G2- 模 ,dimcHome (V ,Ws 等 于 VV 分解 为 单 
CLGJ- 模 的 直 和 时 与 W 同 构 的 单 CLG]- 横 的 数目 .因此 , 当 站 与 
W 都 是 单 CLGT- 模 时 ,我们 有 
dimcHome(V ,W)°= | 了 全 六 时 ， 
0， 闫 W 时 . 
因为 同 构 的 线性 表示 有 相等 的 特征 标 ,而 Home (VY ,全 ) 兰 
V "COcW ,所 以 Yeomeev mn = Xr* er 村 


dimcHome(V ,W)°= 伦 | 2 Xr CTI XW Cx), 
从 而 


人 T 佐 多 时 ， 
0 


_1_ 加 
个 和 2 Xr Cr Kw x) = ygW 时 
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易 见 G 上 的 复 值 类 函数 全 体 FekG) 成 为 一 个 C- 疝 量 空间 ,我 
们 可 以 在 edcG) 上 定义 一 个 Hermite 内 积 ( ，)， 


(p= prjy lx), 
IG| 和 和 


其 中 gp,ygE FekG). 这样, 我 们 已 经 证 明了 

定理 2.4 有 限 群 6 的 不 可 约 线性 表示 的 特征 标 关 于 上 面 定 
义 的 内 积 是 正规 正 交 的 . 1 

设 世 1,… ,是 如 的 全 部 共 恩 类 , 邻 

1， YE 区 ,时 ， 

人 站， 区 时 ， 
则 { 疡 o… 遍 ) 是 Fc(G) 作 为 C- 向 量 空间 的 基 . 互 不 同 构 的 不 可 约 
线性 表示 的 特征 标 在 Fe(G) 内 是 线性 元 关 的 ,因此 G 的 互 不 同 构 
的 不 可 约 线性 表示 的 数目 不 超过 的 共 固 类 的 数目 . 

定理 2.5 设 p:G 一 GL) 是 GG 的 一 个 线性 表示 ,假定 

分 解 成 单 CEG]- 模 的 直 和 

Y=WIlB DW 
叉 设 tc:G 一 GL(W) 是 G 的 一 个 不 可 约 线性 表示 , 则 VV 中 与 多 
同 构 的 W'; 的 数 旭 等 于 (Cx, xX). 

我 们 把 整数 (xv ,xw}) 称 为 负 在 V 中 的 重 数 . 

证 明 由 命题 2. 3, 向 一 76 于 一 十 和 ;从 而 (Xr,Xw) 一 
Cr sXe 十 十 (XmwsXw). 但 是 定理 2. 4 表 朋 (xXw,Xw) 一 1 当 且 仅 
当 Wi 实 W (Xm:Xw) 一 0 当 且 仪 当 Wi 闫 W ,于 是 定理 得 证 站 

定理 2. 5 又 一 次 证 明了 在 VV 的 典范 分 解 中 ,与 单 CCGJ]- 模 全 
同 构 的 镀 ; 出 现 的 重 数 a 一 《xyyXw) 与 VY 的 分 解 元 关 ， 

推论 2.6 GG 的 两 个 线性 表示 具有 相同 的 特征 标 当 且 仅 当 它 
们 基 辣 构 的 . 

证 明 具有 相同 的 特征 标的 两 个 线性 表示 有 相向 的 典范 分 
解 ,从 而 它们 是 同 构 的 . 反之 是 显然 的 ， 上 

定理 2.7 设 p:G 一 GL(V) 是 6G 的 一 个 线性 表示 , 则 
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f(r) = 


Cs 各) 是 正 整 数 是 (Xy,Xy) = 二 1 当 且 仅 当 是 不 可 的 的 . 
证 上 明 设 了 =ay 申 … 申 mr 是 的 典范 分 解 , 由 命题 
2.3,Xr 二 quXwi 十 十 arXw,. 又 由 定理 2.4, 有 
《Xr Nr) = Zi 
于 是 定理 得 证 ， | 
例 2 正则 表示 的 分 解 ， 
回忆 一 下 $1 的 例 2, 容 易 看 出 Regl 关于 基 {m,|wEcCl} 的 矩阵 
是 单位 矩阵 ,而 z 关 1 时 ,Regz 关于 这 个 基 的 盾 阵 是 对 角 线 元 素 全 
为 0 的 置换 眠 阵 , 因 此 正则 表示 的 特征 标 reg 由 
IC ， 之 二 1 时 ， 
regtx) 一 0， xz 关 1 时 
给 出 ,并 且 只 要 |G| 放 1, 正则 表示 一 定 是 可 约 的 . 
设 Wl 了 + Wi 是 全 部 互 不 同 构 的 单 IC]- 模 和 及 设 
一 和 到 中 中 ax， 
是 VY 的 典范 分 解 ,其 中 Y 是 正则 表示 Reg 的 表示 空间 ,那么 
di =(reg, Xn) = 5 reg Cr) Xm (x) 
” 1c1 各 
一 jn (1 一 dimcWa， 
认 而 每 个 单 CLGJ]- 模 泵 在 了 中 出 现 的 重 数 为 dimcW ,并 且 
[IG|= (reg :reg) = > (dimeW,) 2— dimeV. 
因为 
reg 一 DaiXwr 一 2 CdimeW Xm. ， 
天 以 对 每 个 XEG,ZXF1 ;有 
由 
2 (dimeW) Ys, (x) =0. 
现在 我 们 可 以 确定 G 的 互 不 同 构 的 不 可 约 线性 表示 的 数目 ， 
命题 2.8 设 f 是 G 上 类 活 数 ,p:G 一 GLOWV) 是 G 的 一 个 
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线性 表示 . 令 
r= frp VV, 
则 gr.y 是 一 个 crG] 模 同 态 . 又 车 bp 是 nr 深 不 可 约 线性 表示 , 则 
grr 是 一 个 位 似 , 位 似 系 数 为 
1 HF) = ,7. 
证 明 对 任意 的 JE GvEy ,我 们 有 
Pr vp vo) = 2 fx) pps oe) (用 yzy :代替 xz) 


一 ZTCyry Dpyey! Cpytv)) 
了 EE 宫 
= 2 Fr) py lo) 
EG 
—p,l DL fr) p(w)) 
工 上 加 


一 Coprrfo) » 
因此 9 ,是 一 个 CLG]- 模 同 态 . 根据 Schur 引 理 , 当 p 不 可 约 时 ， 
Prv 二 Xlrta€C) 是 一 个 位 似 , 考虑 gy 的 迹 , 有 
tripey) = dimeV =nA 
及 - 
trCgr) = DF)trtp) — Df rN ry, 
ze 4EG 


于 是 命题 得 证 ， 上 
定理 2.9 有 限 群 G 的 不 可 约 表 示 的 数目 等 于 G 的 共 塌 类 的 
数目 . 
证 明 我 们 已 经 知道 ,FctG) 作 为 C- 向 量 空 间 的 维 数 等 于 人 
的 基 元 类 的 数目 ,G 的 不 可 约 线性 表示 的 特征 标 是 线性 无 关 的 ,并 
县 对 于 GG 的 任意 两 个 不 可 约 特 征 标 Xw 与 Xr ， 
1， W 宇 W' 时 ， 
(Cr Kr ) = 0， 玉兰 WI! 时 ， 
因此 我 们 只 要 证 明 G 的 全 部 互 不 相等 的 不 可 约 特征 标 成 为 Fe(kG) 
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”的 一 个 正规 正 交 基 . 为 此 ,只 要 证 明 与 每 个 不 可 的 特 征 标的 共 斩 都 
正 交 的 类 函数 一 定 等 于 零 . 
设 fE Fc(G), 对 每 个 单 C[GJ- 模 斑 , 有 (Cxw; 放 二 0， 由 命题 
2. 8 知 zw 一 0, 从 而 对 每 个 CLG]- 模 了 ,有 多 rr 一 人 特别 ,对 于 G 的 
正则 表示 Reg : G -> GL(V), 因 为 gy 一 0; 所 以 
0 一 Pro 一 2 (xz)Regs (wi) ~— fz). 


但 是 , {vs|z€EG} 是 V 的 一 个 基 , 人 迫使 f(x) 一 0 对 所 有 xzEG 成 
立 , 从 而 f=0. 1 

从 现在 起 , 设 入 ,…,%i 分 别 是 互 不 同 构 的 单 CLG]- 模 W,…， 
Ws 的 特征 标 ,其 中 万 等 于 G 的 共 斩 类 的 数目 . 特别 ,Xi 是 平凡 模 
W1 对 应 的 单位 表示 的 特征 标 . G 的 特征 标 表 可 以 用 一 个 行列 
的 数 表 构成 ,例如 G 一 5; 的 特征 标 表 可 以 写成 下 表 : 


您 (7) C1) (1 22 (1 2 3) 


clx) _ 1 3 2 
x, 1 上 1 
x | 1 一 1 1 
Xr .2 0 一 1 


其 中 tr) 表示 以 工 为 代 玫 元 的 共 堪 类 ,ctx) 等 于 共 轧 类 @ix) 所 
合 元 素 个 数 . 定理 2.4 已 经 证 明了 G 的 特征 标 表 的 行 是 两 两 正 交 
的 ,用 定理 2,39 可 以 证 明 G 的 特征 标 表 的 列 也 是 两 两 正 交 的 , 即 
命题 2. 10 设 xEG, 则 
(1) >， Kz) = 
i=t 


Cr) 


[ 
(2) 对 yEG; 着 y&EGCr);, 则 BY) Cr (Cy)=0. 
i=1 


证 明 令 
fr) 一 10，y 攻 Gx) 时， 
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则 大 € FelG). 由 定理 2.9, 产 一 Sax, 其 中 


J 
因此 ,对 每 个 eG 有 
6 
fF 
i=1 


于 是 , 当 y= 二 x 时 得 到 (1), 当 y 攻 G(x) 时 得 到 <2). 1 
由 命题 2. 10, 特 别 , 当 zx 一 1 时 ,有 


> zxe=lcl=- SY CdimeW 
fl 
当 x 关 1 时 ， 有 
> ws) 0= DY dimew tz). 


这 恰好 是 我 1 们 在 例 2 中 得 到 的 两 个 公式 . 
设 p: GG 一 GL(V) 是 G 的 一 个 线性 表示 ,V 有 典范 分 解 
V =aWiD OaW. 
令 VT EDS) 考虑 了 上 线性 变换 


dimeW”, 
por ‘2 Xx)pe: VV, 


由 命题 2. 8, 户 是 一 个 CULG]- 横 同 态 , 它 限制 于 不 可 约 钱 性 表示 
WwW; 时 是 一 个 位 似 alw ,其 中 


因此 ， 


”lo，i 关 j 时 ， 
即 pilv,=1v, pi lv 一 0;j 尖 i 对 任意 的 EV ,有 
并 二 十 下 :十 宝 1 
其 中 zzEEV,1 坟 ?之 有 于 是 ,pr 二 pz 十 十 px) = ps 
5 了 


是 了 到 上 的 射影 . 

例 3 对 称 群 5, 与 交错 群 4. 的 特征 标 表 . 

由 第 一 章 8 1 鲍 3, 我 们 已 经 知道 8$: 有 24 个 元 素 ,它们 分 成 5 
个 共 罗 类 ,代表 元 分 中 是 (1).(12),(123),(1234) 与 (12)(3 
4)?, 这 些 共 罗 类 分 别 有 1,6,8,6,3 个 元 素 . 如 果 我 们 把 一 个 特征 标 
* 在 每 个 共 斩 类 上 的 取 值 作为 分 量 , 那 么 可 用 一 个 行 向 量 来 表示 
这 个 特征 标 . 显然 ,S, 有 两 个 1 次 不 可 约 特征 标 : 单 位 表示 的 特征 
标 和 二 {111,1,1;1) 与 符 导 表示 的 特征 标 % 二 (一 1 1, 一 1,1). 
由 于 S; 在 C+ 上 的 自然 的 置换 表示 一 (4,2,1;00) ;家 二 和 一 积 
二 (3;1,.0, 一 1, 一 1) 满 是 CY,X) 二 1; 国 此 % 是 5, 的 一 个 3 次 不 
可 约 特 征 标 . 类 似 的 ,六 = 二 03; 一 11:0,1; 一 1) 也 是 54 的 一 个 
3 次 不 可 约 特 征 标 . 根据 前 面 的 一 般 讨论 ,8, 还 有 一 个 2 次 不 可 约 
特征 标 x;. 利用 命题 2. 10(2) ,可 以 直接 计算 出 X= (2,0, 一 1,0， 
2). 于 是 得 到 5, 的 特征 标 表 ， 


E(z) C1) 《1 2) (123) (234) (2)(34) 
ez) 1 6 8 6 3 
1 1 1 1 1 
Nw | 1 一 1 1 —1 1 
罗 | 2 0 一 0 2 
x，| 3 1 0 —1 一 ! 


Xs 3 —1 口 1 —1 


考虑 和 对 应 的 2 次 不 可 约 钱 性 表示 ,由 于 (1 2)(3 4 是 一 个 2 
阶 元 素 , 它 对 应 的 线性 变换 的 迹 是 2, 因此 一 定 是 恒 等 变 换 . 于是， 
这 个 线性 表示 也 是 商 群 

SC1) 123(3 4) ,C1 3) (C2 4), (1 4)¢2 3))} 人 Sa 

的 一 个 线性 表示 . 易 见 它 就 是 S; 的 标准 表示 ， 

对 于 交错 群 4., 共 驾 类 E@(CC12 37)? 分 虱 成 两 个 共 斩 类 
{(123),(142):， 0134)，0234))} 与 {(132)， (1 2 4),(1 4 3)， 
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(2 4 3)} ,因此 4, 有 4 个 互 不 同 构 的 不 可 约 线性 表示 . 由 于 商 群 
A {sl 2903 4) ,C1 3)C2 4) (TT 4202 3) Ca， 
但 是 循环 群 Cs 的 不 可 约 特 征 标 是 很 容易 求 出 的 ; 设 wm 一 e == 


一 十 + 六 各, 风 C; 的 特征 标 表 是 ， 


1 

1 
Xs 1 ce 
3 1 i 


于 是 我 们 得 到 4, 的 三 个 1 次 不 可 约 特征 标 ; 和 % 二 《1,1,1,1) ,Xs 一 
《lyosro2l) 与 加 一 (oo 17. 根据 前 面 的 一 般 讨 论 ,A 还 有 一 
个 3 次 不 可 约 特 征 标 ,利用 命题 2. 10(2), 得 到 二 (3,0,0; 一 1). 
从 而 得 到 4, 的 特征 标 表 ， 


G(r) * 13 (1 2 3) {1] 3 2) 《1 2)(3 村》 
ctr) 1 4 4 3 
| 1 1 1 1 
加 1 ee cr 1 
1 co Ci 1 ，, 
Ka | 3 0 入 一 1 


一 般 说 来 ,要 算出 一 个 群 的 特征 标 表 是 一 件 困难 的 事情 . 但 是 
对 于 对 称 群 $。 而 言 ,这 个 问题 已 经 由 G, Frobenius ,1 Schur 与 
A.Young 圆满 地 解决 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 参考 [Ja2]. 

定理 2.11 G 为 Abel 群 的 充分 必要 条 件 是 上 G 的 每 个 不 可 约 
线性 表示 都 是 1 次 的 ， 

证 明 设 G 有 4 个 不 可 约 线性 表示 ,次 数 分 别 是 zy，… ,ns. 由 
定理 2. 9, 产 等 于 的 共 轰 类 的 数目 . 又 由 网 2,1G| 一 好 十 … 十 王 - 
因此 , G 为 Abel 群 当 且 仅 当 1GC =, 从 而 当 和 且 惕 当 吉 一 :一 
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一 1 | 
推论 2.12 设 4 是 有 限 群 G 的 一 个 Abel 子 群 , 则 GG 的 每 个 
不 可 约 线性 表示 的 次 数 不 超 过 4 在 G 中 的 指数 LG : 4]. 

证 明 设 p;:G 一 GL(V) 是 G 的 一 个 不 可 约 线 性 表示 ,限制 
到 子 群 A 上 ,定义 了 4 的 一 个 线性 表示 pa : 4 一 GLCV). 一般 说 
来 ,pa 不 再 是 不 可 约 的 ,除非 下 本身 是 1 次 不 可 约 线 性 表示 . 由 定 
理 2.11, 设 WV 是 7 的 一 个 单 CL4] 模 , 则 dimeW 一 1. 令 VY' 基 
V 的 CC 子 空间 , 它 由 所 有 pCW) CxEG) 生 成 ,从 而 是 V 的 CLGjJ 
子 模 . 但 是 ,V 是 单 CLG]- 寞 的 事实 追 使 =V. 对 任意 的 ECG,y 
筷 4, 因 为 

Bar 一 Popf 人 一 PC， 

所 以 不 同 的 p.tW) 至 多 只 有 [G: 4] 个 , 即 dimeysLG: A 1 

最 后 考虑 G 是 它 的 两 个 子 群 G 与 G; 的 直 积 的 情形 , 即 G= 
CGIXG 设 pq :，Gi 一 GE 与 9 : GC 一 CLIIVD) 是 G 与 G: 的 
线性 表示 ,通过 

《p 的 Pro) 一 站) 的， XEG ,TEG, 

定义 G 的 线性 表示 pm” 的 5 , 称 为 线性 表示 po 与 po 中 的 张 晤 积 . 
如 果 多 与 分别 是 pp 与 o* 的 特征 标 , 那 么 p69p% 的 特征 标 之 
由 
: XT Xr Xx) rEG rEG, 
给 出 .并 且 可 以 证 明 

定理 2.13 若 po 与 op 中 分 别 是 Gi 与 Gs 的 不 可 约 线性 表示 ， 
网 p89o 人 是 GG 一 G1 XG; 的 不 可 级 线性 表示 ,并 且 G 的 每 个 不 可 
约 线性 表示 具有 这 种 形式 . 

证 明 ” 当 29 与 是 个 本 的 伐 性 素 天 时 ， 由 定理 2.4 有 

区 1 之 XT Xm) =1, 


EC 


> Karz Xa Cr2) =1. 


| Gl. TE 
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两 式 栓 到 得 到 
南 > >») Xr ra CTIr) =1, 


ES 
于 是 pp 中 是 不 可 约 线 性 表示 ， 

为 了 证 明 避 的 每 个 不 可 约 线 性 表示 具有 这 种 形 趟 ,只 要 证 明 
与 所 有 形 如 xy(x1)Xs(xs) 的 特征 标 都 正 交 的 类 函数 f(xizxs) 一 定 
等 子 零 , 假定 EFe(G) 使 得 


>» >, FETITIOM CT NXT ) = 0 


TE FaE 
对 所 有 的 不 可 约 特征 标 x 与 Xx; 成立, 我 们 取 定 % 并 令 
2 tx1) = > Frure) Yatra), XlECG; 


TE 
则 对 G1 的 每 个 不 可 约 特征 标 六 有 
>， SECzDXYIKCZCD) 一 0。 


1] 
因为 g 基 G, 上 类 函数 ,所 以 g 二 0, 于 是 
DY frzxe) Ys (za)=0 


zo€EG, 
对 每 个 zeEG 及 G; 的 每 个 不 可 约 特 征 标 x 成 立 .但 是 ,对 每 个 
取 征 的 TE ,za 是 Gs 上 闫 沙 数 ,因此 Fi 二 人 0 对 所 有 
的 mmEcG 与 zeEGs 成 立 , 从 而 f==0. | 

显然 ; 当 G 一 GiXG; 是 G 与 Gs 的 半 直 积 时 ,定理 2. 13 的 前 
半 部 分 仍然 成 立 , 即 op 中 与 2 分 别 是 Gi 与 Ge 的 不 可 约 线性 表示 
时 ,po 是 G 的 不 可 约 线性 表示 . 

习 题 

1. 设 *EC, 对 于 G 的 每 个 不 可 约 特征 标 必 有 X(z)? 一 X(1)， 
证 明 zx 一 1， 

2. 设 3 是 一 个 有 限 集 ,p 是 G 关于 3 的 置换 表示 ,xX 是 p 的 特 
征 标 , 又 设 zEG, 证 明 XCzx) 等 于 S 中 被 了 固定 的 元 素 的 个 数 . 
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3. 设 蕊 是 一 个 有 限 集 ,G 作用 在 和 上 ,2 是 对 应 的 置换 表示 ， 
zt 是 2 的 特征 标 . 证 明 

《1) 下 中 互 不 相同 的 执 道 的 数 自 等 于 置换 表示 p 中 所 含 单位 
表示 的 重 数 . 

(2) 设 殷 通过 ar) 一 (azyay) 作 用 在 积 集合 茂 X 刁 上 ,其 
中 <EGzriyEX, 则 对 应 的 四 搞 表示 的 特征 标 是 xX? 

(3) 设 G 在 卫 上 的 作用 是 传递 的 生 芭 至 省 含 两 个 元 素 , 则 下 
述 性 质 等 价 : 

C1) G 是 二 重 传 递 的 , 即 对 任意 的 x ,yx yy EX,z 关 yy 天 
y ;存在 aEG 使 得 x 二 ax,y 一 ay; 

《ii) G 在 苹 XxX 上 的 作用 恰好 有 两 个 轨道 ; 

ci) CF ,1)=2. 

4， 求 出 循环 群 C, 的 特征 标 表 ， 

5. 设 o 是 如 的 # 次 不 可 约 线 性 表 孙 ,特征 标 为 区 证 明 
IXCzyssm* 并 且 等 导 成 立 当 且 人 种 当 总 是 一 个 亿 似 , 困 此 p= 1 
< 一 >XY(zr) 一 2 其 中 EC. 

6. 设 户 : G 一 GEOVD 与 产 :G 一 GE 是 G 的 两 个 不 
可 约 线性 表示 ,h 是 到 VV; 的 线性 映射 , 令 


= DP hp Gr), 
TE 


又 令 pl Cz) 与 严 (rz 在 适当 选取 基 下 所 对 应 的 矩阵 分 别 是 
《rr 二 (人 7 用 (ECz)》， 
《1) 若 户 与 不同 构 , 则 r==0, 且 


re Drblr)rhCr)=0; 
E33 
(2) 车 可 二 VisP 二 户 , 则 是 一 个 位 似 , 位 似 系 数 为 


Lirep), 
Er 


其 中 ”一 dimyY, 且 
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| 人 2 全 (37 (rx) 一 二 348 


$3 群 代数 与 表示 环 


我 们 已 经 在 $1 指出 , 群 代数 CLG] 是 半 单 的 . 设 Wi 
是 全 部 互 不 同 构 的 单 CLGJ]- 模 , 记 六 一 dime ma: G 一 GE 人 
(sam 是 @ 的 下 不 同 构 的 不 可 约 线 性 表示 , 则 p; 可 以 线性 地 
扩充 为 C- 民 数 同 态 
Pi: CIGJ>Ende (WD) =M, C(O). 
这 样 , (5:) 1 定义 了 CC 代数 同 态 


页 让 
5: CL[G] >DEnde CW) ED M,C), 
j=1 1 一 1 


使 得 二 和 . 方 , 其 中 地 出 Endc( 一 Ende(Vz) 是 典范 射影 . 

命题 3.1 上 面 定义 的 同 态 顽 是 个 同 构 ， 

证 明 由 于 

(1G|=dimeC[LGJ= > (dima)— ， 

两 按 的 维 数 是 相同 的 ， 所 以 我 们 只 要 证 明 5 是 单一 同 态 就 够 了 . 设 
f= Dalr)xECLGJ, 其 中 4xzYEC. 车 六 ==0, 则 (==0 

工 刁 心 
(ssh) ,从 而 Reg (一 yoCr)Reg 一 0, 设 7 是 正则 表示 

IE© 
Reg 的 表示 空间 3 {vz}zec 是 VV 的 基 , 则 
Reg CN (0)= alrReg (vw) = SV alr)yv,=0, 
+ 如 区 全 呈 


因此 对 每 个 zxEGyalr} 二 0. 二 是 f=0, 期 5 是 单一 同 态 ， 1 
由 于 户 蚌 个 同 构 ,我 们 可 以 考 虚 它 的 北上 映射 . 
命题 3. 2CFourier 道 公 式 】 设 w 一 Dulr)rECLG], 双 设 
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五 
PG) = fw 由 Ende(D) ,其 中 一 BC) CTSE<SA) , 则 
i=1 


w(x) kr] >) (dimeW trw pr Du 
证 明 由 于 线性 ,不 妨 设 xz 一 yEG. 于 是 
WT) dy 
且 
tIw, (P(x au) = Xr 137， 
这 里 名 是 5 的 不 可 约 线性 表示 p; 的 特征 标 , 现在 ,我 们 只 要 证 明 
; 
个 DCdimeW OX (zy) =, 
成 立 ,但 这 就 是 在 命题 2. 10 的 证 明 后 所 指出 的 两 个 公式 . 1] 
现在 ,我 们 考 虚 C[Gj 的 中 心 Z(CEG]D). 设 @ 是 G 的 一 个 共 砂 
类 , 令 a= 二 Sz, 由 yesy 一 一 Dyry 1 一 eg :ee 声 ZCEGJD). 入 因为 
于 伺 信 了 人 站 
所 有 这 些 ee 是 GG 的 元 素 的 互 不 相交 的 集合 上 的 和 ,它们 是 线性 无 
关 的 . 最 后 ,车 x 二 Satr)rE ZCLGD, 由 
EE 


Vuy 1 一 Da (rT) yxry 一 > 加 (全 一 下 
工 瑟 全 工 筷 姜 


比较 两 边 系 数 , 得 
ar)—aly lzv) 
对 所 有 的 yEG 成 立 , 从 而 是 es 的 线性 组 合 , 由 此 可 见 ,这些 et 
形成 ZKCLG]) 的 一 个 基 , 并 且 dimr2Z (CLG]7=4 二 6G 中 共 儿 类 的 
数目 . 
命题 3.3 同 态 名 把 ZCLG] 映 到 Wi 的 位 似 所 成 的 集合 
内 ,并且 定义 了 一 个 代数 同 态 
vw: ZIC[G]) > CC. 
EA 


工作 安 


-1 co- 1 
wa) 一 有 we 一 下 人 Ze Cr). 
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证 明 这 只 是 命题 2. 8 的 另 一 种 表述 方式 轩 了 ， 1 

命题 3.4 命题 3. 3 中 给 出 的 这 一 族 民 数 同 态 {w}) cs 定义 
了 ZLCL[G 了 DD 到 C* 上 的 代数 同 构 , 其 中 C 一 Cx xc 

证 明 ”如 果 我 们 考虑 CL[G] 与 DEnde (OW,) 的 代数 同 构 , 它 把 
ZKCLG]) 映 到 EndetW;) 的 中 心 的 直 和 ,但 是 Ende(W7) 的 中 心 由 
位 似 组 成 ,因此 得 到 所 定义 的 同和 构 .。 上 

为 了 进一步 讨论 局 的 不 可 约 线 往 表示 的 次 数 ,我 们 要 先 考 虚 
特征 标的 整 性 质 ， 

命题 3.5 设 xX 是 G 的 线性 表示 1:G 一 GL(V) 的 特征 标 ， 
则 对 每 个 zxEG ,Xtx) 是 一 个 代数 整数 . 

证 明 ”由 于 XCx)==tr(p:)=px 的 特征 值 的 和 ,p; 的 特征 值 都 
是 单位 根 , 它 们 自然 是 代数 整 歼 . | 

命题 3.6 设 :一 2 (zzE ZKCLG]) ,其 中 wx) 都 是 代数 


整数 , 则 xz 在 2 上 整 . 
证 明 设 ES&x 是 安 的 共 轿 类 ,ei 一 es 一 2 Ei， 则 
ZE 


= Du 由 第 一 章 的 推论 3. 11, 只 要 证 明 每 个 e; 在 Z 上 整 


就 够 了 . 因为 ejej 是 es 的 整 系数 线性 组 合 , 所 以 ZCLGD]) 的 子 群 
Ze 由 … 引 ze 是 一 个 子 环 , 它 在 Z 上 是 有 限 生成 的 ,从 而 由 第 一 章 
的 定理 3. 10, 其 中 的 每 个 元 素 都 在 Z 上 整 ,命题 得 证 、 和 

从 这 个 命题 ,我们 立刻 得 到 下 面 的 两 个 推论 . 

推论 3.7 设 p 是 GG 的 次 不 可 约 线性 表示 ,特征 标 是 .车 
= jw(r)rEZ(CLGD]) ,其 中 每 个 zz) 都 是 代数 整数 , 则 


EL 有 
二 >》， urTIXCT) 
二 


是 一 个 代数 整数 . 
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证 明 注意 到 记忆 wr)XCx) 是 在 命题 3.3 所 定义 的 代数 
同 态 
w! ZCLGD—C 
下 的 像 ;现在 在 Z 上 整 ,因此 w(x) 是 一 个 代数 整数 ， | 
推论 3.8 G 的 每 个 不 可 约 线 性 表示 的 次 数 是 G 的 阶 |IG 1 的 
一 个 因子 . 
证 明 考虑 w= 4X(z ')zEZCCLG), 它 满足 推论 3.7 的 


条 件 ,因此 二 YX(z-DX(z) 一 上 | 是 一 个 代数 整数 ,但 是 JC 是 
xEG 


一 个 有 理 数 ,所 以 它 必须 是 整数 ， | 

以 后 我 们 还 要 更 精确 地 估计 G 的 不 可 约 线性 表示 的 次 数 .为 
了 今后 讨论 问题 时 方便 起 见 ,我 们 定义 群 G 的 表示 环 RG). 

设 和 为,…, 和 加 是 GG 的 互 不 相等 的 不 可 约 特 征 标 ,考虑 

RIG) 一 2 四 … 中 zx， 
由 命题 2. 3, 它 是 一 个 有 恒 等 元 的 交换 环 , 其 中 丧 法 便 等 元 就 是 单 
位 表示 的 特征 标 为. RCG) 中 的 每 个 元 素 称 为 G 的 虚 特 征 标 . 显 
然 ,G 上 类 图 数 是 一 个 特征 标 当 且 低 当 它 可 以 写成 ,… ,Xi 的 非 
负 整 线性 组 合 . 令 
Rt (GG) ~ NNDBDNATRG), 

其 中 的 元 素 就 称 为 G 的 真 特 征 标 . 回忆 前 面 定义 的 G 上 复 值 类 订 
数 全 体 所 成 的 C- 向 量 空间 Fe(G) ,如 果 像 特征 标 一 样 定义 类 函数 
的 乘法 ,那么 FekG)? 成 为 一 个 有 恒 等 元 的 交换 环 , 并 且 Fe (G6) 二 
CRG). 

RIGI 也 可 以 看 作 有 限 生 成 CLG] 模范 畴 上 的 Grothendieck 
群 . 对 于 每 个 有 限 生 成 ELG]- 模 站 ,定义 尺 CG)? 的 一 个 生成 元 [V]， 
这 些 生成 元 之 间 还 满足 关系 式 

[VI+[CWI— YOOWwI=0, 
于 是 R(G) 就 是 由 满足 上 述 关 系 式 的 生成 元 所 生成 的 一 个 加 法 交 
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换 群 . 进 ~- 步 由 CLG]- 模 的 张 量 积 来 定义 生成 元 之 间 的 乘法 
LV]LW 1]=LVeew], 

再 线性 扩充 为 RCG) 上 的 彝 法 ,使 RR(G) 成 为 一 个 环 . 由 于 完全 可 

约 性 ,可 以 用 所 有 的 单 CLGJ]- 模 页,… ,Ws 在 R(G) 中 的 像 的 整 系 


数 线 性 组 侣 > ai[Wi] (arEZ,1T<isA) 来 表示 及 (G) 的 元 素 , 于 
1 一 上 


是 
xX! RIG)Y > FetG) 
定 交 了 一 个 环 同 态 . 由 于 避 的 线性 表示 完全 由 它 的 特征 标 所 确 
定 ; 所 以 这 是 一 个 单一 同 态 ,并 且 诱 导 一 个 同 构 
Me COORGG) 一 Fe(O). 

如 果 工 是 一 个 域 , 群 代数 工 LG] 不 一 定 是 半 单 代数 ,但 是 我 们 
照样 能 考虑 有 限 生 成 工 .G] 模 范畴 的 Grothendieck 群 RECG), 先 
回忆 一 下 所 谓 LLGJ]- 模 同 态 的 序列 

上 


0 一 一 7 一 V0 

称 为 一 个 二 LCG]- 模 的 短 正 合 列 , 如 果 上 了 是 单一 同 态 ,g 是 满 同 态 ， 
并 且 Kerg 一 Imf. 于 是 ,对 于 每 个 有 限 生 成 LL[G]- 模 VV, 定义 
Ri(G) 的 一 个 生成 元 [Vj; 它 们 满足 关系 式 [V]=[W' J 十 [V"J] ,如 
果 有 工 LG]- 模 的 短 正 合 列 0 一 VY 一 VV 一 VV" 一 0. 这 样 ,RLCG) 就 
是 由 满足 上 述 关系 的 生成 元 所 生成 的 一 个 如 法 交换 群 ,与 在 
RetG) 中 定义 乘法 一 样 , 可 以 在 RC(G) 中 定义 习 法 使 得 RL(G) 或 
为 一 个 有 恒 等 元 的 交换 环 , 同 样 可 以 定义 Ri CG) 为 集合 {[Ej1E 
是 有 限 生 成 工 LG]- 模 } ,其 中 [EJ 是 上 在 Ri(G}) 中 的 像 ， 

设 Si 蚌 单 L[G]- 模 同 构 类 的 代表 元 集合 , 即 G 在 工 - 向 量 空 
间 上 的 不 可 约 线性 表示 的 同 构 类 的 代表 元 集合 . 

命题 3.9 1{[Ej]|EE Si} 是 有 限 生 成 L[GJ- 模 范畴 的 
Grothendieck 群 Ri(G) 的 基 , 即 Ri(G}) 作 为 自由 2Z- 模 的 一 个 2- 
基 . 
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证 明 设 丸 是 以 {L 民 ]| 豆 ES) 为 基 的 自由 乏 异 , 定 六 局 坊 
a: RR(G), 
它 把 每 个 [E] 映 到 [EE],EE SL. 对 任意 的 工 LG]- 横 已 ,用 芋 CF) 表 
示 EE Sz 在 FF 的 合成 列 中 和 作为 合成 因子 出 现 的 次 数 ( 这 里 我 们 假 
定 了 下 有 一 个 合成 列 . 其 实 , 由 于 群 代数 LLG] 的 左 理想 满足 极 小 
条 件 ,每 个 有 限 生 成 工 [G]- 模 有 合成 列 , 见 LCR2,pP. 41]), 显然 i 
是 下 的 加 法 除数 , 即 对 每 个 有 限 生成 LLGJ]- 模 的 短 正 合 列 0-=> 瑟 
一 FO0 有 Ie) 一 LECF YY 十 LCF 于 蚌 可 以 定义 同 态 
Be: Ri(G)—Z 
为 Be([F]) 一 LetF). 这些 同 态 BetEESzi) 定 义 了 同 楚 
BR: RIC(OI—R, 
它 使 得 8C[F]) 一 2 Le(F)[Ej. 易 见 a 与 8 互 为 逆 映 射 ,从 而 有 


{LEjJIEE SL} 是 Ri(G) 的 一 个 基 . 1 

因此 ,RE (CG) 的 元 素 恰好 是 基 元 素 {[E1|EE Si} 的 非 负 整 系 
数 线性 组 合 ， 

当 工 是 特征 为 等 的 数 域 而 C 是 工 的 代数 闭 包 时 ,可 以 把 
RLCG) 看 必 民 (GCG) 的 子 环 ,一 般 说 来 它们 未 必 相 等 , 什么 时 候 它们 
才 相 等 呢 ? 这 是 表示 论 中 的 有 理性 问题 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 
[S] 或 LCShj 等 . 

可 以 证 明 , 当 工 包 含 所 有 zm 次 单位 根 时 ,六 rzCG) 一 尽 CG) ,其 中 


m 是 局 的 元 素 的 阶 的 最 小 公信 数 . 
习 题 
1. 设 为 ,…,Xs 是 G 的 不 可 约 特 征 标 ,它们 的 次 数 分 别 是 x， 
人 


p= PD Nix zs 
|G| I 二 


证 明 ; 疡 ,…, 甸 形成 CFG] 的 中 心 ZCCLG]) 的 基 , 并 且 pi= pi， 
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Pip;—=0 6 关门 :四 十 和 一 如一， 
2. 证 朋 命 题 3.6 中 涉 太 的 子 环 ZeD" DIe, 是 群 如 在 Zz 上 


。 群 代数 z[G] 的 中 心 


3， (Plancherel 公式 ) 设 xz 一 Daur) 2 v= Ylvlr)r 
下 所 入 焉 巨 袜 
是 CLGj 中 的 两 个 元素 , 令 
(us0) = |G| Dd u(r Dvr), 
亚 芭 他 
证 明 
《am 一 mtrm, (Puv)), 
其 中 Ws Pi sn 的 意义 见 3 3. 
4， 设 XE RCG) ,证 明 是 一 个 不 可 约 特征 标 当 且 仅 当 (X;X》 
二 1 且 XX(1) 守 0. 
5, 设 是 上 实 值 类 函数 ,typ,)= 二 0 且 对 每 个 x+ 关 1,9(x》 
所 0, 其 中 凡是 5G 的 单位 表示 的 特征 标 . 证 明 ; 对 每 个 特征 标 久 ， 
(Cp, 和 0 的 实 部 Relg,X 守 0, 从 而 当 gE ROG) 时 ,g 基 一 个 特征 标 . 


$4 诱导 表示 及 其 特征 标 


诱导 表示 是 群 表示 论 的 一 个 重要 研究 课题 , 它 揭示 了 群 G 及 
其 子 群 的 线性 表示 之 间 的 联系 ,提供 了 一 个 构 阁 线 性 表示 的 有 效 
方法 . 

回忆 一 下 , 群 G 关 于 子 群 五 的 无 陪 集 空 间 GNH 可 以 用 上 的 
一 个 子 集 3 来 作为 其 代表 元 集 , 并 且 GG 中 每 个 元 素 可 以 唯一 地 写 
成 7 二 sy; 其 中 yEH,sES., 

设 p:1 GGL(V) 是 G 的 线性 表示 ,py :万 一 GEL) 是 把 ze 
限制 于 子 群 豆 所 得 到 的 右 的 线性 表示 ,通常 称 为 线性 表示 p 的 
限制 , 记 为 Res&po 或 Res&V. 又 设 WCVY 是 Resgy 的 CTHJ]- 子 
模 , 即 W 是 VY 的 在 所 有 Pp,tyE 五 ) 下 稳定 的 子 空间 ,并 令 8: H 
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GLCOW 是 对 应 的 线性 表示 .对 任意 的 xE GG, plW) 只 依赖 于 左 陪 
集 z* 瑟 ,所 以 对 五 的 每 个 左 陪 集 * 吾 (*E3) 可 以 定 交 站 的 子 空间 
W, 二 ptW), 并 且 ;WW 成 为 六 的 一 个 CLGJ- 子 模 . 若 
5 蝶 字 
TY = 王仁) 三， 


5 


则 称 pp 是 由 二 的 线性 表示 6 话 导 的 , 记 为 p 一 Ind$6 或 了 一 
Ind&W. 这 时 ,每 个 uEV 可 以 瞧 一 地 生成 = > umE 厂 .并且 


5 侨 瑟 
V= Bow) ,所 以 dimeV =[G: HJ]dimeWw. 

引 理 4.1 如 果 23G 一 GECY) 是 由 8 五 一 GE 了 诱导 的 ,0 
GGLOV 是 GG 的 线性 表示 ,f:W 一 V' 是 线性 映射 ,对 每 个 yE 
态 WwE€EW 有 (BCw)) 一 (fl(w)) ,那么 存在 瞧 一 的 线性 映射 下: 
TY 一 7 … 它 扩充 了 了 并 号 对 所 有 的 zEG 有 下。p 一 由 下 

证 明 和 奉 在 性 设 vE 邢 ,; 取 xEs 晶 ,定义 

Flv)=p( fF (0 0))), 
对 任意 的 y€E 瑟 ,用 zy 民 符 4%; 有 
pr Cf pm Cu) = pp Ff Oy pz (vy)) 
=pCF OO pr))) 
=pCF (p71 C0))), 
因此 Fr, 的 定义 与 陪 集 代表 元 的 取 法 无 关 . 因为 V = 二 翰 W,, 所 以 存 
在 唯一 的 线性 映射 让:V 一 VY', 它 扩充 了 每 个 :WV', 即 对 于 
典范 内 射 。: W, 一 从 W, 一 了, 有 玉 。 4。 一 ,ES. 进 一 步 可 以 验证 
下 。pr 二 pz* 让 对 所 有 IEG 成 立 ; 设 vEW,, wEW 使 得 v= 
Cw》 ,对 于 zECG 存 在 yE 囊 ,ES 使 得 xs 一 s'y; 于 是 
Fo —= FpAP (Ww) = Fo (0) =—=F p(w)) 
=F(p (00) DD=p Ff or 0 (Ow)))) 
= (F000) = 0 0, (fF (wy) 
=pry fw) pf 0) = pp! CF rw)) 
?0 


= Fp pA =AF p00 pr). 
.唯一 性 ”如果 下 满足 引 理 的 条 件 , 对 wvEp(W),， 有 pi!1tw) EE 
W :并且 
Fl =F(pp (=pF Ce (0) = pf (pw)) 

湛 定 了 pCWD 在 下 下 的 像 ,但 是 VW 是 这 些 p,W) 的 直 和 ,因此 决 
定 了 在 五 下 的 像 ， 上 

定理 4.2 设 六 五 一 GE 了 ?是 群 如 的 子 群 互 的 线性 表示 ， 
则 存在 G 的 线性 表示 p:G 一 GLCOV) 使 得 p= 二 Ind$6, 并 且 在 同 构 
意义 下 是 唯一 的 ， 

证 明 看 在 性 ”对 每 个 3€E5S, 取 W, 二 WW 并 把 W, 中 对 应 于 
w€W 的 元 素 记 作 p(w). 设 V= 和 DW,sV 中 每 个 元 素 可 以 唯一 地 


写成 w= > pl) yw:EW. 又 设 EG, 存 在 y€ 互 ,s' ES 使 得 rs 


3 全 襄 
=s'Yy. 定 党 
DC LTD) = or CO, Cw )), 
可 以 证 明 pypsCps Cw 二 pzz(pCw)) 对 任意 的 x EG 或 立 ,从 而 
它 定 义 了 如 在 V 内 的 一 个 线性 表示 . 现在 ,对 x'EG, 存 在 xy'E 
吾 ,s"ES 使 得 x's' 一 s*Y ;从 而 Cr xs 一 x (Cr) 一 (5 yy)== (z's')y 
一 (sy )y 二 3"(y 于 是 
De PAPATWNN N= opr BND = pntBy CH, (ru) )) 
及 
perp CoN) = ory yw = pr Oy CO ws) )). 
唯一 性 设 P3G 一 GEL 是 C 的 男 一 个 由 日 诱导 的 线性 
表示 ,因为 dimeV =[G: 晶 JioeW 一 dimer ,我 们 只 要 证 明 存 在 满 
上 映射; Y 一 史 使 得 下 | 一 tw 且 下 。p: 一 p.。 玉 对 所 有 xEG 成 
下 ,但 是 引 理 4. 1 表明 映射 下 的 像 包 含 所 有 的 po; (WY CsE SD), 从 而 
FF 是 满 秧 射 。 1 
为 了 今后 叙述 时 方便 ,我 们 给 出 诱导 表示 的 另 一 种 刻画 方式 ， 
设 五 是 如 的 子 群 ,3 是 G 关于 五 的 左 陪 集 代表 元 桌 . 又 设 是 
?1 


于 的 一 个 线性 表示 ,7 一 Indgf 是 G 的 一 个 由 WW 诱导 的 线性 表 
示 . 因为 Y= ew) ,CLG] 作 为 右 CIE J]- 模 的 基 恰 好 由 5 中 的 


元 素 组 成 ,并 且 C[G] 自 然 是 一 个 左 CLG]- 模 ,所 以 CLG]GOrmT 
是 由 研 经 过 从 CEH]j 到 CLG] 的 纯 量 扩充 得 到 的 CLGD- 模 . 此 外 ， 
向 量 空 间 的 单一 映射 WV 线性 扩充 为 CLG]- 模 同 态 

i! CG JaranW — V, 
并 且 两 边 的 维 数 都 等 于 [G: 石 JdimcW ,从 而 i 是 一 个 同 构 . 于 是 我 


们 可 以 定义 IndgW =C[G]®anW = PBw ,其 G- 模 结构 定义 
为 : 对 zxEG,aE 厂 ,有 
EA 

其 中 xs 一 sy,yEH,s,s' ES. 

诱导 表示 的 这 种 刻画 使 得 它 的 存在 性 与 唯一 性 成 为 显然 的 . 
下 面 罗列 诱导 表示 的 儿 个 性 质 ， 

1. 传递 性 设 五 < 五 <G,U 是 一 个 CLEJ- 模 , 则 

Indg (Indf U) Inds U, 
首先 ,我 们 有 CC 向量 空 间 同 构 ; 
Ind (Ind# U) =CLG Jd CLH em U) 
(CLG IanCLH era U 
2CLC]GCoum UInds U, 

注意 到 这 个 同 构 与 G 的 左 莱 作 用 可 交换 ,因此 是 一 个 G- 模 间 构 . 

2. 可 加 性 设 古 与 斌 ;是 两 个 CIEJ]- 模 , 则 

Ind$ (WBDW2) Indg Wi DInd$ WW,. 

事实 上 ,由 

CLG ca WW OW) CLG ca DCLG cr W's 
可 得 上 述 结论 ， 

3. 设 下 :与 镀 : 是 两 个 CE 二- 模 ,f; Wi 一 镀 ; 是 CL 五 ]- 模 同 
态 . 又 设 主 : Wi 一 IndgW 与 i: Ws 一 IndgW2: 是 上 典范 的 C[ 瑟 ]- 模 的 
单一 同 态 , 则 存在 CLG]- 横 同 访 下: Ind$W >Ind&W: 使 得 下 图 
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Ind% Wi £ IndSW, 


是 交换 图 , 即 is*。 f=F* 记 . 

这 就 是 引 理 4. 1 的 另 一 种 说 法 . 

4. 设 久 是 C[HJ- 模 ,Wi 守 W 是 一 个 C[ 瑟 二子 模 , 则 IndgW， 
守 IndgW 是 一 个 CLG]- 子 模 . 

事实 上 ,由 Ind8W, 一 时 wyDS 舱 P(W) 一 IndBW 可 得 上 
述 结论 ， 
5. 张 量 积 设 W 是 CLIH] 模 ,V 是 CLGJ- 模 , 则 

(IndgW COcV Indg (WOOcResgY ). 
事实 上 ,对 sES,wEW 与 vvETV ,通过 
OSD COU) = sO Cw Os lw) 

定义 一 个 映射 gy: (Ind8W OcV 一 Ind 外 (WOOcRes8V). 易 见 , 这 是 
一 个 C- 向 基 空 间 同 构 . 对 任意 的 XE€G, 当 xs 一 sy 使 得 y€EH 时 ， 
有 


zp Jo) 一 了 CO 0 = rs ws lv) 
一 了 ye) 一 了 后 (es lv), 
HLS OVD = pr GCN I CATO) = p(x ro) 
= Oy Dr) = ym) ro). 
注意 到 (sz 一 ;所 以 8 是 一 个 G- 模 同 构 ， 
特别 ,IndFCResgV) 宇 Ind$ COOcRes8V》 实 (IndgC)CocVY ,但 
是 由 瑟 的 单位 表示 诱导 的 GG 的 线性 表示 恰好 是 G 在 左 陪 集 空 间 
GN\H 上 的 置换 表示 7: GGLCP), 其 中 P= CCC 一 C. 
考虑 从 表示 环 Re( 晶 7 到 Re(G) 的 映射 
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Ind$ :ReCH)—>Re(G), 

由 性 质 2, 这 是 一 个 如 法 群 同 态 , 即 Grothendieck 群 之 间 的 同 态 ， 
一 般 说 来 , 它 并 不 是 一 个 环 同 态 , 但 是 性 质 5 告诉 我 们 ,IndgRe( 互 ) 
是 Re(G) 的 一 个 理想 . 

命题 4.3 设 WW 是 C[ 瑟 ]- 模 ,V 是 CLG]- 模 , 则 

Homecram (W , ResgV YHomeoy(IndgW ,VY). 

证 明 ”这 就 是 引 理 4.1. | 

下 面 计算 6,W) 的 诱导 表示 (psY) 二 Cp,IndgW) 的 特征 标 , 仍 
设 5 为 G 关 于 子 群 日 的 左 陪 集 代表 元 集 . 

定理 4. 4 对 每 个 zxEG， 


Ky Cx) = > X Csrizs) 一 二 > 和 Le， 
i 五 | 筷 


serE = lzrEN 


证 明 由 于 Y= 了 Pp.CW) ,ps 置换 这 些 p,(W), 基 pp,WD) 
53 
一 ps CW 二 pr (WD) ,其 中 z= 二 s'y 使 得 y€E,s' ES. 为 了 计算 
try C0) ;只 要 考虑 使 zs 一 sy; 即 5 1!xsE 的 5zLWD ,于 是 


try(ps) 一 DY tr Pr low). 
se 
s lweEH 
因为 6; 定义 了 久 到 p,(W) 的 一 个 同 构 ,对 于 使 s ?rsEEH 的 sES 
有 
PO-ls = (pz sew) 0 

也 tre ew CPs pew ) =trw (ss), 及 因为 诺 障 集 s 态 中 每 个 元 素 可 
以 写成 sy(y EH) 的 形式 ,YXy (5 zx3) 二 Kyty 1s xsy) 一 
Xw zzz) ,所 以 第 二 个 等 式 也 成 立 ， 上 

如 果 @Cz) 作 五 在 五 中 分 裂 成 7 个 共 轿 类 作 ,,…,D, 的 不 相 
交 的 并 ,那么 


X= 7) TT [Zela) 1 | [Xn CD), 
1=1 


其 中 导 以 因子 |2Zse tx) | 是 由 于 zx la lzaz 二 xz zz 对 所 有 
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eEZctz) 和 zxEG 成 立 , 又 由 第 一 章 推论 1. 11, |Zetz)|= 1GE 
| 他 Cr ,所 以 有 


-一 IG ~ . 
WT TK) TEI 之 [|®, [Xr CD). 
特别 , 当 W 是 五 的 单位 表示 时 ,xXwytD,) 二 1,1 志 i 所 7 ,从 而 


CHEVNF) 
Kr) Er) EG) 
[G:HJIEC NH 


I&EC | 
设 fE FcCH) ,通过 


7mD= 让 | 和 2 fz rr) XEG, 
zs lzr€EH 

定义 了 GG 上 的 函数 户 ,我 们 就 称 天 是 由 让 诱导 的 ,并 记 作 广 = 
Ind$%f. 注意 到 每 个 类 函数 是 特征 标的 线性 组 合 , 由 定理 2. 4 有 

命题 4.5 Indgf 是 上 GG 上 的 类 丙 数 . | 

回忆 一 下 ,我 们 在 CC- 问 量 空间 eC(G} 上 定义 的 Hermite 内 积 
( 6. 设 a,PEFc(G)， 

(a, Bo= G1 Date) BC). 
了 人 如 
对 于 两 个 CLC]- 模 ?与 as, 我 们 把 
(VDce 一 dmcHomerct 1 Va) 

称 为 7 与 Y: 的 变 结 数 , 并 且 有 

引 理 .6 CV Ve (Xr Ny 

证 明 由 于 定理 1. 4 及 命题 2. 3,; 可 以 不 妨 假 定 六 与 ;都 是 单 
CLG]- 模 ,于 是 引 理 结论 由 定理 2. 4 得 到 ， 1 

定理 4.7(Frobenius 互 反 性 》 设 %EFce( 互 ,8E Fc(G), 则 

Cp Resip n= Cndgyg, Pe. 

证 明 由 于 每 个 类 函数 是 特征 标的 线性 组 合 ,我 们 可 以 假定 

ERc() ,9E Re(G) ,于 是 定理 由 命题 4. 3 和 引 理 4. 6 得 到 . 如 果 
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记 
下 ， XE 了 时， 


C(x} 二 
Yo) 一 z 扎 杂 时 ， 
我 们 也 可 以 通过 直接 计算 来 这 明 Frobenius 互 反 人 性， 
(Indgy, pe rr 和 Pz lrz)o(r) 


| 和 


= 论证 Es >) 2 plz Ire) plz re) 


守 帮 人 和 


-2 了 7 [人 有 Res 多 8 | 

特别 , 当 音 是 五 的 不 可 约 特征 标 ,p 是 G 的 不 可 约 特征 标 时 ， 
Frobenius 互 反 性 告诉 我 们 ; 当 Resg yp 写成 五 的 不 可 约 特 征 标 的 
线性 组 合 ,Ind$# 业 写成 G 的 不 可 约 特 征 标 的 线性 组 合 时 ,由 在 
Res pg 中 出 现 的 重 数 等 于 在 Ind 攻 中 旨 现 的 重 数 ， 

习 题 

1. 设 了 是 一 个 C[G]- 模 ,Y= (和 Wi 是 向 量 空间 的 直 和 ,这 些 
Wi 被 局 可 传递 地 置换 .又 设 印 =W; ,EZ 如 是 WW 在 G 中 的 稳 
定子 群 , 则 W 是 一 个 CCLE]- 模 且 VY=IndgWw. 

2. 证 明 C 的 每 个 不 可 约 线性 表示 含 在 某 个 子 群 五 的 不 可 约 
线性 表示 的 话 导 表示 内 . 

3. 设 避 是 两 个 子 群 互 与 玉 的 直 积 ,9 是 五 的 一 个 线性 表 
示 ,p 大 GG 的 一 个 线性 表示 且 p 一 Indg5, 又 设 Reg 是 外 的 正则 甫 
未 * 证 明 : p 同 梅 于 BCORegr. 

4. 【诱导 表示 概念 的 推广 ) 设 a: H->G 是 群 同 态 , a:CLH] 
一 CLG] 蚌 对 应 的 群居 数 同 态 , 设 E 是 CLGJ]- 模 ,pg 是 玉 的 特征 标 . 
记 Reso5 是 玉 通 过 a 得 到 的 CLE - 模 ,其 特征 标 是 Res 一 p。a， 
叉 设 WW 是 CLHJ- 机 ,yj 是 W 的 特征 标 , 记 IndW = 二 C[G]@anWw 
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是 一 个 CL[G] 模 , 它 的 特征 标 是 Indsg. 证 明 

(1) 互 反 公式 (gr Resep)n = (Indgy Pos 

(2) 若 &« 是 满 同 态 ,N 一 Kera, 等 同上 6G 与 H/AN, 则 IndW 与 
的 在 六 的 作用 下 不 变 的 元 素 组 成 的 子 室 间 所 成 的 CLG] 一 
CLE/AN]- 模 同 构 ,并 且 

CInda) CT $6- 

5. 设 吾 是 GG 的 子 群 ,XY 是 G 关于 左 陪 集 空间 GH 的 置换 表 
示 的 特征 标 . 证明 X=Ind%1= 二 Xx 一 1 是 避 的 一 个 特征 标 , 其 中 1 是 
单位 表示 的 特征 标 . 试 决定 在 什么 条 忻 下 yy 是 不 可 约 特 征 标 . 

6. 设 瑟 是 6G 的 子 群 ,车 对 每 个 t 息 态 , 有 BMH 一 和), 则 
昌 称 为 G 的 Frobenius 子 群 . 令 N 表示 上 G 的 元 素 的 子 集 , 使 得 入 
中 每 个 元 素 都 不 与 五 中 的 元 素 共 恩 . 

(1) 证 明 N 所 舍 元 素 个 数 为 |G!'/1HI 一 1; 

(2) 设 了 E Fe(HH) ,证 明 存 在 唯一 的 f € Fe(G) ,使 得 

fa)=f(1), nEN, 
并 且 F (CU 一 廊下) ,hEH:; 
(3) 设 % 是 妇 的 特征 标 ,%= Indgl1 一 I( 兄 习题 5) ,证 明 
fF =lndgf— f(y 

C4) 证 明 《 方 ,Pr 一 CF, es 

(5) 设 了 是 五 的 不 可 约 特 征 标 ,又 设 p 是 对 应 的 G 的 线性 表 
未 ,证明 , 对 每 个 <EAN,p 一 1r[ 提 示 : 用 $2 习题 5]. 

(6) {Frobenius 定理 ) 证 明石 的 每 个 线性 表示 扩充 为 忆 的 
线性 表示 , 它 的 核 包含 N, 因 此 NU {1} 是 6 的 正规 子 群 ,并 日 G 
是 二 与 NU11} 的 半 直 积 ， 

《7) 车 GG 是 右 与 一 个 正规 子 群 入 的 半 直 积 ,证 明 吾 是 避 的 
Frobenius 子 群 的 充分 必要 条 忻 为 对 每 个 xE 昌 一 {1} 及 每 个 yE€ 
N— {1},xyx ‘A y. 
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$5 Mackey 子 群 定 理 


设 瑟 与 尺 是 5 的 两 个 子 群 ,9: 瑟 一 GLCW) 是 瑟 的 线性 家 
示 . 义 设 一 IndfW ,Pp: GQ 一 GE) 是 相应 的 诱导 表示 ,我 们 要 确 
定 它 在 下 上 的 限制 pg: K 一 GL(V) ,VY 一 ReskInd$W. 

考虑 怠 关 于 五 与 久 的 双 陪 集 分 解 

GO= KrHURr HU Krn, 

其 中 Kr ,= {krhIEAEKAENH) (Ri) R= {rm 是 G 
关于 二 与 K 的 双 陪 集 分 解 的 代表 元 集 . 显然 ,G 中 任意 两 个 元 素 
zy 在 同一 个 双 陪 集中 当 上 且 羽 当 存 在 XEK,hAEH 使 得 y 一 kxh， 
并 且 在 双 陪 集 KrH 中 恰好 有 [天 :7 一 : 门 天 ] 个 五 的 左 陪 集 ， 
CH: 一 ' 玉 r 门 五] 个 天 的 右 陪 集 . 

对 于 rER, 令 五 .一 r 瑟 rr 站 天 是 天 的 子 群 ,通过 

Bw) = rEHwEW 

定义 了 瑟 , 的 线性 表示 旨 : 日 ,一 GLCW) ,其 中 W 就 是 本 ,只 是 为 
了 强调 它 是 五 . 的 表示 空间 变 丁 . 

定理 5. 1(Mackey) 设 玉 与 K 是 群 6 的 两 个 子 群 ,8: BH-> 
GECW) 是 豆 的 线性 表示 , 则 Res&lndg 多 一 绷 Ind 喇 "W, 这 个 直 
和 分 解 与 双 陪 集 空 间 乓 /GNS 的 代表 元 集 只 的 取 法 无 关 , 即 开 r 王 
Kr'H 时 ,Ind$ "W =Ind$,"W. 

证 明 设 3 是 左 陪 集 空间 CNE 的 代表 元 集 , 则 

Indsw— Ch eCW). 
对 每 个 双 陪 集 Kr 政 , 令 
多 (= (rw), 
它 是 Res&IadgW 的 一 个 C[ 外 jj- 子 模 , 并 且 
RestIndgW = SD W C2. 
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因此 我 们 只 要 证 明 灰 (r) 兰 ind W 就 够 了 . 
设 下 关于 五, 的 左 障 集 分 解 为 
K=—xiHU Uz,, 
则 
KrH=nrHU' UD. 
因为 xr 瑟 一 zx'rB 当 且 仅 当 x 1x' EH,; 所 以 1 {zr } 成 为 双 
陪 集 下 x 五 关于 五 的 左 陪 集 的 代表 元 集 ， 从 而 


W(r) -由 mr) -由 men 
i=1 


定义 五, 的 线性 表示 五 ,一 CLIIPCTWD7) :对 于 =E 五 ,存在 
yy 各 瑟 使 得 于 = 四: 设 四 生父, 规定 (pw))=p.(8, (1w)) ;于 是 
由 m af) 定 光 了 向 量 空间 的 同 构 次 W 一 pW , 它 也 是 五- 
的 两 个 线 狂 表示 9 与 ,8 之 间 的 同 构 , 这 是 因为 
FO) pO Cw) p(w) = pr Brw)) 
=,0,. 000)) = Cp) ,wwE TW. 
现在 ,由 pp Cr)) 二 pp,(py (Cw)) = p(B (Cw)) = (p(w)), 有 


了 
Res 久 6 一 :0, 从 而 Ind%,pW) 二 ee) 一 克 () 


3 KrH—KrHNWO= BPW RW- 
WC); 从 而 Ind WW 二 Ind$ ,WwW. 上 1 

特别 , 当 五 <JG 且 兵 = 百 时 , 对 每 个 :E55, 通 过 8.(w) = 
如 -akwz) 定 义 了 五 的 一 个 线性 表示 '8: HGLCW),x€H， 
wEW, 于 是 有 Resg Ind&W 一 BW. 

利用 Mackey 子 群 定理 可 以 证 明 下 面 的 许 导 表示 不 可 约 性 的 
判别 准则 ， 

命题 5.2 设 瑟 是 群 G 的 子 群 ,8:H 一 GL(W ) 是 互 的 一 个 
线性 表示 , 则 诱导 表示 Ind$ 8 是 G 的 不 可 约 线性 表示 的 充分 必要 
条 件 为 : (1) 8 是 姜 的 不 可 约 线性 表示 ;C2) 对 每 个 >EG 但 了 上 
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瑟 , 有 (Res 基 克 , Wo 一 0. 
证 明 设 Y 王 Indg , 则 Y 是 单 CLC]- 横 当 上 且 仅 当 (7 ,Vy。= 

1. 由 Frobenius 雪 反 性 ， 

(7 ,Vo= (ndgW ,Indg)c 一 (TY ,Resg IndPW)s. 
但 是 Mackey 子 群 定理 告诉 我 们 

Resg IndgW 一 en ind 多， 

其 中 屋 是 双 陪 集 空间 态 /G\H 的 代表 元 集 .于 是 

(ye = CW, Cb Ind# "WY = > CW ,Indi "W)s 


TEE 


— DResgW, Wr. 
7 只 


因为 1 ER 使 得 (Res 信 WW) 二 (WW)g 宇 1; 所 以 (V 7)c 一 1 
当 且 仅 当 CO ,W) 二 1, 并 且 对 所 有 的 rE Rr 了 1, (ReshfW ,Wn 
一 0, 这 恰好 是 命题 所 列 的 两 个 茶 件 . | 

考虑 互 <G 的 情形 . 这 时 ,V 二 Ind&W 为 单 CLG]- 寞 的 充分 必 
要 杀 件 是 W 本 身 蚌 一 个 单 CLHT 模 ,并 和 县 对 所 有 的 x€G,x 攻 HH， 
WW 与 W 作为 CLHJ- 模 不 同 构 . 

命题 5. 3(Cliffor4) 设 N 是 G 的 一 个 正规 子 群 ,V 是 单 
CLG]- 模 , 虽 

《1) 或 者 Resgy 是 互相 同 构 的 单 CLN 工 和 模 的 直 和 ， 

(2) 或 者 存在 G 的 真子 群 昌 DDN 以 及 CE]- 模 对 使 得 Y= 
IndgM. 

证 明 首先 , 设 W 是 Res&VY 的 一 个 单 CLNJ- 子 模 ,; 则 对 于 每 
个 zEG;zW 仍 是 一 个 单 CLNJ]- 模 ,只 要 定义 yEN 在 xW 上 的 
作用 为 wz 一 zz loyz)m 就 驶 了 . 

其 次 ,作为 单 CLV]- 模 zx 多 与 "W 同 购 .如果 定 义 yEN 在 : 
=W 上 的 作用 为 yy 一 (zyr)z 那么 四 Fezw 就 定义 了 "WW 与 
xW 之 间 的 同 构 . 因为 xW 隆 0 是 站 的 CLG]- 子 模 , 所 以 了 一 
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3lzW ,并且 存在 G 的 子 集 T 使 得 Res8y 一 (DW ,其 中 每 个 直 


和 项 互相 共 罗 ， 

设 WW,… ,zxW 是 Res8%V 中 互 不 同 构 的 单 CLN]- 机 的 代表 
集 , 得 到 Res$V 的 典范 分 解 

Resgy 一 六 由 必 中 六 ， 

其 中 VY 一 giWi ,Wi 一 zWarEN,1SiSr, 对 任意 的 xzEG, 若 rr 
一 Wj; 则 zxVi 二 axWi 二 aWjC 六 二 gjWWj; 从 而 a 所 aj. 由 于 1W; 
WW,, 同样 可 证 aj 志 &;. 于 是 ao 一 … 一 ar 一 4 ResgyY 一 af 中 … 直 
W.) ,并 且 5 可 传递 地 作用 在 集合 {Vi,……,V.} 上 ,. 设 H={xEG| 
za 一 是 玉 在 台中 的 稳定 子 群 . 若 豆 =G, 则 -一 1,Resgy 一 
殉 : 四 … 四 克 , ,这 就 是 (1). 若 豆 是 妇 的 真子 群 , 则 五 二 N 且 y 人 1， 


4 次 
于 是 由 3 4 习题 1, 了 一 Indgaf, 其 中 对 一 7 ,这 就 是 (2)， 下 

推论 5.4 设 六 是 群 G 的 一 个 Abel 正规 子 群 , 则 G 的 每 个 
不 可 约 线性 表示 p: G 一 CECVY) 的 次 数 是 [LG:N] 的 一 个 因子 . 

证 明 我 们 对 G 的 阶 1G1 作 归纳 法 , 根据 本 节 习 题 7 ,在 上 述 
命题 5. 3 的 情形 <2) 时 ,存在 G 的 真子 群 昌 了 DN 以 及 单 CLHJ- 模 
邓 :, 使 得 了 =Indga. 由 归纳 假设 ,dime 是 [ 吾 :N] 的 一 个 因子 ， 
于 是 ,dimeV 一 [G:HjdimeclM 是 [G: 石 [日 :N134 一 LG:N] 的 一 个 因 
子 . 在 上 述 命题 5. 3 的 情形 (1) 时 , 令 G 一 pCG),N' 二 pCN). 因 为 
典范 映射 G/N 一 G' iN' 蚌 满 射 ,所 以 [LG':N'] 基 [G1:N] 的 一 个 因 
子 . 又 因为 N 是 G 的 Abel 正规 子 群 ,所 以 对 每 个 yEN,ply) 是 
一 个 位 似 ; 从 而 在 避 的 中 心 内 .现在 ,我 们 只 要 证 明 dimeV 是 [G' 
N'] 的 因子 ,这 恰好 是 下 述 命题 的 家 接 推论 。 1 

命题 5.5 G 的 不 可 约 线 性 表示 5: G 一 GL(V) 的 次 数 是 
[G : ZG)Jj 的 一 个 因子 . 

证 明 对 于 每 个 xE€ Z(G),p 是 一 个 位 似 4(z), 于 是 由 z 一 
4(z) 定 义 了 同 访 2: ZG) 一 C*. 
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对 任意 的 正 整 数 mw, 考 虚 避 的 直 积 0” 二 GX*… XG 的 线性 表 


mm 次 


A 
Pr GO" > CLOVE™), 
由 定理 2. 13, 它 是 G" 的 不 可 约 线 性 表示 .对 于 zi, ,zs EZ(G)， 
二 Pps 同样 是 一 个 位 役 ACz1，… ,zm). 令 
H=i(z nr en) EG | 2m E ZG) H wizn=e}, 
它 是 G7 的 一 个 子 群 ,并 自 五 平凡 地 作用 在 V2 一 V69…OV 上 ， 


天 次 
于 是 得 到 G”/E 的 一 个 线性 表示 
p: Gr/ 万 GT) 1 
由 推论 3.8, (dimecy) 是 |G1"/AIEH| 的 一 个 因子 ,但 是 |H|= 
|ZCG)|”!, 因 此 对 所 有 的 正 整 数 sx, 有 


。 届 1 
{1GI/C Z(G) dimeV)) E 1ZCGJTZ， 


即 z[IG1AC1ZCG) dimey)] 三 [去 GT 世 由 第 一 章 定理 3. 10， 
Icel7dZCe) 1dimeV 是 一 个 整数 , 即 dimeV 是 LG:ZKG7] 的 一 个 
因子 ， 1 

现在 设 入 与 女 是 避 的 子 群 并且 NN 是 G 的 Abel 正规 子 群 ， 
使 得 G= 瑟 kN 是 五 与 六 的 半 直 积 .因为 V 是 Abel 群 . 它 的 不 
可 约 线 性 表示 的 特征 标 都 是 1 次 的 ,它们 生成 一 个 群 久 二 
Home(ltN,C'). 群 G 通过 

(r= yr), XEGyEN,YENX 
作用 在 苹 上. 又 设 tjrewa 是 三 中 五 -轨道 的 代表 元 集 , 其 中 
蕊 /五 是 七 中 五 -轨道 的 集合 ,对 每 个 ;GE 和 / 互 , 设 五 ;是 国 在 五 中 
的 稳定 子 群 .再 令 G 一 妃 :IKN 是 G 的 子 群 ,tr 是 五 ;的 一 个 mr 次 不 
可 约 线性 表示 的 特征 标 . 与 定理 2. 13 一 样 ,我 们 可 以 证 明 XQr 
是 名 的 一 个 严 次 不 可 约 线 性 玲 示 的 特征 标 . 记 8,. 二 Ind& (Xr) 
是 C 的 相应 的 诱导 表示 的 特征 标 , 则 有 
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命题 5.6 0) 和.- 是 全 的 不 可 约 线 性 表示 的 特征 标 ; 
《2) 车 所: 二 = 六 ,ry 则 i 一 i 县 T= ， 
(3) GG 的 每 个 不 可 约 线性 表示 的 特征 标 等 于 某 个 &,… 
证 明 由 命题 5. 2, 只 要 对 每 个 > 上 Ci, 作为 Ci 的 子 群 玉 -一 
Gi; 门 xzGix :的 线性 表示 的 特征 标 , 有 
| Resg (Xr) ,Resx (x = KO) = 0, 


I 


为 此 只 要 证 明 ,限制 于 到 .的 子 群 六 ,有 
(Res® (X07) , Resi Cr » XO)), =0. 
注意 到 GE ww 时， 
(XO Cy =X T= yy), 
(XE Cr yz) Xr yr)r(1) mr Yi) ly), 
并 且 二。* 蕊 过 好 ,容易 计算 
[Res XD) ,Ress Cx » (XB)) 


-HID HEIKO etyn) 


- 碎 2 KO Cr Ky) 
EN 
= CX x Xijw—=O, 
这 证 明了 (1). 为 了 证 明 (2) , 设 R 是 双 陪 集 空间 YAGNG: 的 代表 
元 集 , 由 定理 5.1, 有 
Resxy Indc (X87) 一 > mdwnerReswnarer , (YD)) 
一 > ResvGr » (XOr)), 
r 怠 品 
这 里 NN 人 rox 一 六 .于 是 上 限制 于 六 只 与 着 的 五 -轨道 有 关 , 证 
本 了 &.- 确 定 了 ;进一步 要 证 明 8. 确定 了 r: 设 = 所 对 应 的 CELL]- 
模 是 W7, 通 过 典范 射影 A + GG /NH.W 成 为 CLG] 模 . 
设 所 :所 对 应 的 CLG-- 模 是 人 ,如果 我 们 把 久 ,: 所 对 应 的 G 的 线性 
表示 仍 记 为 .所 对 应 的 NN 的 线性 表示 仍 记 为 ,那么 可 以 令 
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一 他 所 太史 -yo 一 my ). 
对 每 个 =E 百 :, 因 为 
Oy BO EI OO Cy 0) = ,zz yz} (wu)) 
一 页 fei 和 (eV = me Cy) C0)) 
= Cy 0), 
所 以 Vi 是 一 个 CLH;J]- 模 ,从 而 也 是 一 个 CLG;j- 模 . 只 要 证 明和 作为 
CLG;]- 模 TV; 与 COW 同 构 ,就 证 明了 区 :确定 并 
设 S 是 左 障 集 空间 GNG, 的 代表 元 集 , 则 


| | _ PD GIDrGIW), 
v= BV COW) OD COrG, 


其 中 :二 5182151EN,52E HH;, 注意 到 对 于 yEN,wEW, 有 
OVI COO = YI Or os my (CN) 
对 于 ES 所 人 ,有 
By B.S) 1)) 
= yOWI—=A ss ys C1 Gre) ) 
ss XY CAO) 
—m((s * KI yO C0w), 
并 且 s* 多 关 和 ;因此 对 所 有 的 sES,s 氏 Gi;; 有 B,C CCOOWD 门 Vi 
二 {0}, 从 而 作为 CLGi]- 模 VV; 与 CEOW 辐 构 . 
最 后 证 明 (3). 设 p:G -> GL(V) 蚌 GG 的 不 可 约 线性 表示 ,由 
命题 5. 3 的 证 明 可 以 得 到 Res%V 的 典范 分 解 
及 es =a(U DDOU), £1, 
其 中 可,… ,Ui 是 互 不 同 构 的 单 CLNJ- 模 ,它们 在 G 的 作用 下 互 
相 共 郝 ,因此 它们 的 特征 标 在 间 一 个 五 - 软 道 HX; 中 ,i€ 关 / 吾 ,于 
是 五: 固定 入、 不 妨 设 Ul 对 谈 的 特征 标 是 基于 是 atn = 
六 全 … 鲜 表 成 为 一 个 C[LFi;j]- 模 ,rt 是 对 应 的 五 ; 的 线性 表示 的 特 


a 区 
征 标 , 这 样 得 到 了 G; 的 不 可 约 线性 表示 的 特征 标 XC@7, 它 在 
Res& Xs 中 至 少 出 现 1 次 ,其 中 xp 是 线性 表示 p 的 特征 标 . 现在 由 
84 


定理 4.7, 我 们 有 
. 1 c= (XCOr ,Rest Xo) 1 9 
迫使 X 一 8.:。 | 
-下面 我 们 举 一 些 例子 . 

例 4 设 Regs :GG 一 GL(W) 是 G 的 正则 表示 , 它 有 一 个 基 
{vi|zEG). 又 设 互生 G 基 一 个 子 群 , 令 殉 是 fwEy13yE 瑟 } 张 成 
的 V 的 子 空间 ,Regs : 太一 GL(W) 是 时 的 正则 表示 ,于 是 

Regc= 1ndiRegs. 

例 2 设 互 是 群 扣 的 子 群 ,s 是 左 障 集 空间 GN\H 的 代表 元 
集 . 又 设 V 是 一 个 C- 问 量 空 间 , 它 有 一 个 基 {v,|s€ 5}. 对 于 任意 
的 EG,sES, 若 存在 s' E35, 使 得 x 人 5 右 ; 则 记 为 z+，s 一 s'. 通 过 
Prlvs) 二 wz: 定 尖 了 侣 的 线性 表示 Pp!1G -rr GEL) 于 是 和 一 
Ind$(Cw) 是 由 五 的 单位 表示 诱导 的 ,其 中 s€ SNH. 

例 3 计算 二 面体 群 D, 的 特征 标 表 . 

回忆 一 下 第 一 章 81 的 例 2, 二 面体 群 D; 是 由 两 个 元 素 a 与 
生成 的 ,它们 满足 下 述 关 系 式 ， 

a" = =l, bab=a '. 
因为 aorta 1 一 a ,bab 一 a ,abara 1! 二 ba* ?与 bbatb 一 ba 所 坟 当 
a 是 偶数 时 ,D。 有 也 十 3 个 共 氏 类 ， 


11) 1 人) {faa G1 用 72 一 1》， 
{ba*- 1|k=1, sn 2} 与 {pas|k=0,] nn/2 Om 1}; 
当 是 奇数 时 ,DD, 有 个 共 邯 类 ， 


{1},， Cl » {Bat |E=1,* ,nn}. 


于 是 , 当 n 是 偶数 时 ,D,。 有 和 区 十 3 个 不 可 约 线性 表示 ; 当 ”是 奇数 
时 ,D. 有 3 个 不 可 约 线性 表示 . 


首先 考虑 D, 的 1 次 不 可 约 级 性 岩 示 的 特征 标 . 因为 中 一 到 一 
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1, 所 以 Ya) 一 上 是 * 次 单位 根 ,X( 的 一 主 1. 又 因为 (ab)* 一 1， 
(XCaD) 六 = 二 ( 土 2): 二 二 1, 所 以 a 一 十 1, 但 是 当 是 奇数 时 ,a 关 
一 1 ,于 是 得 到 DD, 的 全 部 1 次 不 可 约 特征 标 ， 

DD 的 1 次 不 可 约 特 征 标 . 


由 于 D, 有 一 个 Abel 正规 子 群 C= (ae ye" 一 1} ,由 推论 
5.4,DD, 的 不 可 约 线性 表示 的 次 数 只 能 是 1 次 或 2 次 的 . 下 面 考虑 
已, 的 2 次 不 可 约 线 性 表示 的 特征 标 : 由 定理 4. 4, 我 们 有 


XCz) 一 二 >» Xe yxy 1), xED,, 
ED, 
yxy EC, 
其 中 xc 是 循环 群 C; 的 1 次 不 可 约 特征 标 . 由 于 C. 有 = 个 1 次 不 
可 的 线性 表示 ,它们 的 特征 标 和 ta) 二 w==0y1… yn 一 1); 这 里 w 
=e* ,注意 到 D, 一 C,U5C,, 容 易 计算 
XO CaN = Bap) 
二 Ca 二 Ca +) 
= Tw 1 Pa 
Xba) =0, 1hEn. 
由 于 Xi 一 Xe 是 偶数 时 ,有 十 1 个 不 同 的 2 次 线性 表示 ， 


XX ,Xn 是 奇数 时 ,有 5 i 个 不 同 的 2 次 线性 表示 : 


XY XX 为 了 判定 这 些 特征 标 是 否 不 可 约 ,由 定理 2.7， 
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我 们 必须 计算 CXxw ,Xe)o. 因为 


ww、 上 ER 
CX ,xX Din CrIXO Cr) 


mn-—} 
1 2 2kiIT 
一 25 之 4COS 和 


于 
1， 0< < ， 


2， i=0 或 也 ( 仅 当 :为 个 数 时 )， 


并 且 (X 加) 一 Co ,Wo)z 一 1, 当 是 偶数 时 还 有 CX ,加 7p, 一 


《Xp 二 1 所 以 全 二 为 十 和 ;YX 引 = 和 十 家 .这 样 得 到 DD, 的 全 
部 2 次 不 可 约 特征 标 ; 


记 的 2 次 不 可 约 特征 标 


| 


2C0s 2 0 
Ei 


Ofna/ ED) 


我 们 可 以 进一步 把 这 些 2 次 不 可 约 特征 标 对 应 的 线性 表示 胃 
绒 阵 形式 写 出 来 . 设 pe : D,-> GL(V) 是 X 中 所 对 应 的 2 次 不 可 约 
线性 表示 ,0<!<< 专 , 则 V 一 WbW, 其 中 WW 是 C, 的 1 次 不 可 约 
线性 表示 的 表示 空间 ,对 应 的 C, 的 1 次 不 可 约 特征 标 是 x. 令 吧 
Cv yt 一 页 站 * 刚 BW 一 Ya， 由 于 ap 一 星 Tl ,Pe — p20 = abv 一 
Baio =w bo = =v 一 v1: 我 们 有 


2 -| ,| 
2 《2)? [: tw P (8) 1 


0 
例 4 计算 群 Du 的 特征 和 标 表 . 
注意 到 厂 。 一 忆 .x7 了 是 二 面体 群 DD 与 2 阶 群 I 二 {1:1} 的 直 
积 ,由 定理 2. 13,Dw 的 不 可 约 特征 标 都 是 DD, 的 不 可 约 特 征 标 与 I 
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的 不 可 约 特征 标的 张 坡 积 .因为 了 只 有 两 个 1 次 不 可 约 转 征 标 ， 


所 以 对 DD, 的 每 个 不 可 的 特征 标 X% ,恰好 定 浆 了 Ds 的 两 个 不 可 约 
特征 标 Xp 与 XO: 


其 中 xED,. 

例 5 计算 正六 面体 群 的 特征 标 表 ， 

在 3 维 实 癌 量 空 间 局 中 建立 空间 直角 坐标 系 中 -XYZ ,考虑 
其 中 由 8 个 顶点 人 zyyz) (z 一 士 1yy 一 土 1yz 一 十 1 所 成 的 正六 面 
体 C. 又 设 台 是 使 C 保持 不 变 的 总 的 自 同 构 所 成 的 群 , 它 的 元 素 
置换 了 这 8 个 顶点 . 群 忌 可 以 这 样 来 描述 ， 

(1) 群 G 包含 了 3 个 文字 {zxz,y,z} 的 置换 群 ss 以 及 由 8 个 变 


换 
(ry 十 XT; 十 y; 土 和 <》 
组 成 的 群 加, 可 以 验证 G=5sMX MM 是 正规 子 群 M 与 子 群 8: 的 半 
直 积 ,我们 把 它 作 为 练习 留 给 读者 ， 
《2) 令 .表示 关于 原点 (0,0,0) 的 反射 , 即 
Es CCTV Hr Oo 
.也 令 了 是 研 (1 1 1 0 一 1 一 1 (一 1 一 1:1), (一 1,1， 一 1 为 
顶点 的 四 面体 ,TT' 二 :了 是 以 (一 1, 一 1, 一 1),( 一 111,1),(1,1， 
一 DG 一 1,1 为 顶点 的 四 面体 ,于 是 C 的 每 个 顶点 或 者 是 了 的 
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或 者 是 到 的 一 个 顶点. 令 SOT) 是 到 中 使 了 保持 不 变 的 自 同 构 所 
成 的 群 , 显 然 S(T) 二 Sy 对 于 oES(T),oT' 一 aT=wT= 民 T=T'， 
所 以 上 使 C 的 项 点 集 保持 不 变 , 从 而 56, 并 且 G 一 54x7T 是 3, 
与 群 1 一 {1,:} 的 直 积 . 由 定理 2.13,G 的 不 可 约 特 征 标 都 可 以 写 
成 8 的 不 可 约 特征 标 与 了 的 不 可 约 特征 标的 张 量 积 . 根据 382 的 
例 3 与 前 面 的 例 4, 对 于 S$, 的 每 个 不 可 约 特征 标 x, x 与 XY@Yy 
恰好 是 G 的 两 个 不 可 约 特 征 标 : 


习 题 


1. 有 限 群 已 称 为 亚 循 环 群 ,如 果 G 有 两 个 生成 元 a 与 5, 满 

足下 述 关 系 式 
6 一 1， bab l=a'’, b=—a', 

其 中 sr,r ,swt 是 整数 ,使 得 Cm ,7) 王 1 ,rirtr 一 1) ,mr 一 1). 试 计 
算 G 的 特征 标 表 ， 

2. 设 ;一 10,1, 一 1} 是 3 个 元 素 的 有 限 域 . 试 计 算 G= 
GL(2 ,Fs) 的 特征 标 表 ， 

3. 试 计 算 交 错 群 4s 的 特征 标 表 . 

4. 设 上 是 有 限 域 ,G 一 SL(2,&),BH 是 所 有 .上 三 角 矩 阵 组 成 的 
子 群 ,是 秉 法 群 二 到 C" 的 同 态 , 丸 是 五 的 1 次 不 可 约 特征 标 ， 
它 由 
位 本 
0 a-! 
定义 , 证明; 当 史 关 1 时 ,由 XX。 诱导 的 局 的 线性 表示 是 不 可 约 的 ， 

5. 设 G 是 一 个 p- 群 ,V 是 特征 pp 的 域 上 的 向 量 空 间 ， 
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XY» =ewla} 


Pi:G 闻 GLOW 是 GG 的 一 个 不 可 约 线性 表示 ;证明 ; dimrF 一 1. 

6. 设 是 一 个 得 零 群 ,证 明 G 的 每 个 不 可 约 线性 表示 都 是 
由 GG 的 某 个 子 群 的 1 次 线性 表示 诱导 的 . 我 们 把 这 种 由 子 群 的 1 
次 线性 表示 诱导 的 线性 表示 称 为 单项 表示 . 

7. 命题 5.3 的 (2) 可 以 改进 为 ; 

C2)' 或 者 存在 G 的 真子 群 五 N 以 及 单 CTEHJ- 检 使 得 
V=IndsM. 


§6 Artin 定理 与 Brauer 定理 


设 五 是 群 G 的 子 群 ,rp 是 群 G 的 一 个 线性 表示 ,限制 于 子 群 
五 得 到 五 的 一 个 线性 表示 Res&p, 因 此 定义 了 表示 环 之 间 的 环 同 
态 
Resg : R(G) 一 RCH), 

- 类似 她 , 若 昌 是 群 互 的 一 个 线性 表示 , 则 诱导 表示 Ind86 是 
群 G 的 一 个 线性 表示 ,从 而 定义 了 表示 环 之 间 的 一 个 Abel 群 同 
态 

Indg : RCH) 一 RG)., 
由 于 Ind% (8 的 Res$p) 一 (Ind89) 的 p,; 同 态 Ind$ 的 像 是 环 
民 (G) 中 的 一 个 理想 ,而 Frobenius 互 扩 性 (定理 4, 7) 
(Ind$0, p)c— (fF, Resfo)er 
恰好 反映 了 这 两 个 映射 之 间 的 一 种 伴随 性 版. 
更 一 般 地 考虑 G 的 一 个 子 群 族 基 ,映射 . 


: ROH) 一 RC(G), 

Ind th 

{épE RCH) }aez >)Indgér 
HE 


是 环 绷 R (DD) 到 环 RC(G) 内 的 Abel 群 同 态 , 它 的 像 同 梓 是 环 . 


(GG) 中 的 一 个 理想 . 如 果 RCG) 的 莱 法 得 等 元 ( 即 单 位 表示 的 特征 
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标 , 记 作 六) 在 这 个 映射 的 像 内 ,那么 映射 Ind 是 一 个 Abel 群 的 满 
同 态 ,这 就 是 说 G 的 每 个 线性 表示 的 特征 标 都 是 子 群 读 半 中 的 子 
群 互 的 线性 表示 的 诱导 特征 标的 非 负 整 系数 线性 组 合 . 我 们 希望 
确定 怎样 的 子 群 族 其 才 能 够 使 得 Ind 成 为 满 同 态 ,至 少 使 得 同 态 
像 Indl BR) 在 RC(G) 中 的 指数 有 限 . 这 就 是 我 们 要 在 这 一 小 
节 证 明 的 两 个 重要 定理 : Artin 定理 与 Brauer 定理 . 

定理 6. 1(Artiny 设 关 是 G 的 子 群 的 族 , 对 任意 的 媚 E 头 及 
XEG, 有 xzHzx 1EXX, 则 下 述 命题 等 价 ， 
(1) G= AF ; 


C2) 作为 Abel 群 RCG) 的 子 群 Indl (BD RD] , 它 在 RCG) 
中 指数 有 限 , 即 [Rey nd( (BD RH)] ]<~; 


(3) 对 于 局 的 每 个 线性 表示 的 特征 标 XERCGG), 存 在 XE€ 
民 ( 驴 ) ,HEX 及 正 整 数 @ ,使 得 
dx = dX 
证 明 C2) 与 (3) 的 等 价 是 显然 的 ， 我 们 把 证 明 的 细节 作为 练 
习 留 给 读者 ， 
(3)]= (1) 令 5=an. 对 于 任意 的 fs ERCH) 及 HEE， 


有 IndgFu(z) 一 [让 > 六 fyzy 0 车 存在 工 EC 一 S, 则 对 所 有 
的 3EC 有 yry :各 百 , 从 而 Ind 多 六 Cr) 一 0 对 所 有 的 五 E 天 及 fn 
RH) 成 立 . 但 是 (3) 告 诉 我 们 ,对 于 GG 的 每 个 线性 表示 的 特征 
标 XE RCG) ,存在 正 整 数 4 及 XERCBH) ,日 EE, 使 得 
dxX= DIndyxn, 
" 虹 丰 薄 
从 而 对 于 xEG 一 S, 有 XxX(x) 二 0, 特 别 有 Xi1(x) = 二 0, 这 是 不 可 能 的 ， 
因此 一 G 
(1) 一 = (3) 首先 注意 到 下 述 事 实 ， 
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(i) 设 庆 与田 是 群 G 的 两 个 子 群 族 . 若 半 志 血 , 则 
Ind| CHRCH Ind{ DRCH)). 
"dl BR )]S Ind( Re )] 
(ii) 设 半 与田 是 群 G 的 两 个 子 群 族 .车 对 于 每 个 玉 EX, 都 有 
瑟 'E 轴 使 得 五 二 五 ' , 则 
Ind[ Dr) 和 Ind{ Da) ， 
这 是 因为 对 于 每 个 fE RCH), 有 Ind 名 一 Ind8 (Ind 是 让 . 
(ii 设 和 是 G@G 中 所 有 循环 子 群 组 成 的 子 群 族 , 又 设 加 是 避 
的 子 群 族 使 得 C = Wa ;那么 对 每 个 xEG 都 存在 一 个 子 群 二 
RE 
所 男 使 得 (zy 己 瑟 ,因此 (ia 成 立 . 
基于 上 述 事实 ,为 了 证 明 (1) 一 -= (3) ,不 妨 假定 革 是 妇 中 折 
有 钳 环 子 群 组 成 的 子 群 族 , 设 CE 区 ,定义 C 上 类 函数 


C|， C ss 
pecz) 一 Cl， 当 志 生成 C 时 


0， 其余 情形 ， 
于 是 对 每 个 TEG 有 
Ind&8e (x) = DY Golyry !) 
1C| 9y 红 全 
yrs 1EC 
-c= Dl1. 
1C| EC 3 在 她 


并 且 对 每 个 yEG,yxy ! 生 成 G 的 唯一 的 一 个 循环 子 群 ,因此 对 
每 个 zEG 有 


> Indggckz) 一 > 1 一 1G|， 
万 民主 J 人 好 
从 而 
2 ,Indg8c=— |G1 
CE 


是 GG 上 常 值 肖 数 . 
现在 我 们 只 要 证 明 此 和 RiC) ,于 是 就 有 
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mdl RO) S16IRGO), 
即 
[ROG): mdl Baco)] | 和 1c1 < ceo. 
我 们 对 C1 作 归 纳 法 来 证 明 名 E RCC). 由 于 
IC|= > ind8pgs 一 上 十 > Ind$es, 
Be Be 


EC 
由 归纳 假设 , 当 B<C 且 B 关 C 时 ,GsERC(B), 因 此 
> IndSgsERC)， 


BC 
BP 
又 因为 ICIERIC) ,所 以 ERC | 
例 1 设 G=Ss;y 取 让 二 {Hi ,HzyH3} ,其 中 避 ={(1)},H,== 
{0,0 2)),Hs={(),023,032), 则 G= (LzHix! 


fm] A 全 心 
-如果 我 们 把 每 个 特征 标 在 共 示 类 上 的 取 什 用 行 向 量 来 表示 ,那么 
五 :只 有 1 个 1 次 特征 标 x)' 二 (1) ;五 : 有 2 个 1 次 特征 标 x 人 = (1 ,1)， 
X= ,一 1); 吾 :有 3 个 1 次 特征 标 X= 11,X 信 = (lw 
加 2 一 《1 oa) ,其 中 必 一 一 + 
现在 考虑 同 态 


3 
Ind， PDR) — ROGG). 


Eel 


由 于 
=Indg xX! =(6,0,0)， 
f=—Indg,X?—(3,1,0), 
t=Indg Xf = (3,—1,0), 
&,=Indg, X=— (2,0,2), 
.=Indg x =Indb, XP =—(2,0, ~—1), 
由 2 例 1 有 
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上 一 Xm Xp, 十 2X:， 


= 加 十 入 
6 一 Xs 十 入 ， 
6 一 Xn, 

5 一 x 


3 ， 
因此 {Xxu ,jx3} 也 是 Indl CDRCED)) 的 基 , 从 而 


3 
[RG: Ind( RAV) |=1. 
如 果 我 们 考虑 G 在 有 理 数 域 @ 上 的 线性 表示 ,那么 石 ;只 有 


1 个 1 次 特征 标 X 及 1 个 2 次 特征 标 x 名 十 X= 二 (2, 一 1, 一 1), 并 且 
各 一 Id 多 (XE 十 X93) 二 (4,0; 一 2) 二 2%, 这 时 , 同 态 


EE 
Indg: CDRo(H) ~ Ra(G) = RG) 
#1 


3 ， 
的 像 Inde l DRoH)! 的 基 由 {Xo, 十 Xp» Xp, 十 :2X:} 组 成 ， 而 
RotG) 的 基 由 {Xp 十 Xo yx, 十 XX 组 成 ;所 以 


号 
[ReCG): Indo( 四 RodcaD))]= 2. 
1 一 1 


为 了 征明 Brauer 定理 ,我们 必须 先 仙 一些 准 备 工 作 . 

定义 6.2 若 zEG 的 阶 基 素数 疡 的 震 , 则 称 工 为 G 的 六 元 
束 或 p- 妖 么 元 守 , 着 zE5 的 阶 与 P 互 素 , 则 称 为 的 上 -元 于 
或 p- 正 则 元 奈 . 

显然 上 中 每 个 元 素 z 都 可 以 唯一 地 写成 + 一 zx 一 xnxxy: 其 中 
xs 是 一 个 六 元 素 ,rr 是 一 个 p'- 元 素 , 并 把 x 称 为 z 的 pgp- 分支 , 工 
称 为 x 的 p'- 分 克 . 

定义 6.3 车 全 的 于 群 二 基 -~ 个 阶 与 p 互 素 的 循环 群 忆 与 
一 个 p- 群 P 的 直 积 ; 即 态 =CxP==CP, 则 称 玉 是 一 个 p- 初 等 子 
群 .G 的 所 有 pp- 初 等 子 群 所 成 的 子 群 族 记 为 革 ,, 并 且 记 
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¥, = (JX¥,, 
其 中 p 取 遍 所 有 素数 .这 时 , 子 群 友基 ,中 的 每 个 子 群 称 为 G 的 初 
等 子 群 . 

设 xEG 是 一 个 如 -元 素 ,C= 一 人 z? 是 由 工 生 成 的 循环 子 群 ， 
Zac(z) 是 z 的 中 心 化 子 , 是 Zc(x) 的 Syiow p- 子 群 , 则 五 一 CP 
是 一 个 p- 初 等 子 群 , 称 为 与 xz 相伴 的 p- 初 等 子 群 ,它们 显然 在 
Zotw) 侍 互相 共 绒 .现在 我 们 可 以 投 述 并 证 明 Brauer 定理 了 ， 

定理 6. 4(Brauer》 的 每 一 个 线性 表示 的 特征 标 都 荐 GG 的 
初等 子 群 的 线性 表示 的 诱导 特征 标的 整 系数 线性 组 合 , 即 

Ind( Run) = RG). | 


显然 Brauer 定理 比 Artin 定理 更 加 深刻 地 揭示 了 群 C 的 线 
性 表示 与 G 的 子 群 的 线性 表示 之 闻 的 关系 ,因为 Artin 定理 只 告 
诉 我 们 G 的 线性 表示 的 特征 标 都 是 安 的 循环 子 群 的 线性 才 示 的 
诱导 特征 标的 有 理 系 数 线性 组 合 . 并 且 ,Brauer 定理 的 道 定理 也 
是 成 立 的 , 即 

定理 和 SCGreen) 设 关 是 吕 的 一 个 子 群 族 , 它 包含 其 中 每 
个 子 群 的 共 轩 群 . 若 RCG) 一 Ind{ 他 ROD) , 则 ECK， 

由 此 可 见 , 交 ,是 使 nd 成 为 满 同 态 的 最 小 子 群 族 , 我 们 只 证 明 
Brauer 定理 , 它 的 道 定 理 就 不 在 这 里 诈 明 了 . 有 兴趣 的 读者 可 以 
参考 [S]. 

如 果 我 们 证 明了 下 面 的 

命题 6.5 设 1G1 一 pp 一 1 其 中 户 是 索 数 , 则 

ieE Ind[ roen) = V,, 
那么 Brauer 定理 就 很 容易 证 明了 . 
定理 6. 4 的 证 明 因为 一 【jE。, 所 以 


[ROGG): Indl 入 R070) ] 
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能 够 整除 [RCG): V,j. 由 命题 6.6, LRCG): V 与 户 互 素 , 因 此 
[ROY ，Ind| 个 RED)) 二 每 个 素数 p 互 素 ,迫使 
HEE¥, 


RG) = Ind( 个 RCI) 
EE 


现在 要 证 明 命题 6.6, 首 先 用 几 个 引 理 来 考察 G 上 整 值 类 函 
数 的 性 质 . 

设 s 是 忆 C 中 |Gi 次 本 原单 位 根 ,A 二 ZLej 是 分 圆 域 2Ce) 中 代 
数 整 数 环 . 考虑 4- 线 性 映射 


4 因 Ind: 人 引 4 因 :RE) > ABRGO), 


HEE, 


由 于 RR(G) 之 ZzR(G) 是 A@zRCG) 的 于 环 ,4 作为 工 模 是 有 限 
生成 的 , 它 有 一 个 基 {e,e,…,e"1 0}, 其 中 8 是 Euler 9 -函数 , 即 
对 每 个 正 整 数 4,pltn) 等 于 使 1&iSn 且 (i,n) 一 1 的 整数 i 的 个 
数 . 因此 


(4 zrIndl PR) ) mn RG = Indl RD). 
引 理 6. 7 如 果 人 上 整 值 类 函数 了 可 以 被 1G1 所 整除 , 即 对 
于 每 个 =EG,1G1| Ar) ,那么 fe A@lnd[ BRCC)) ,其 中 关 是 


G 中 所 有 循环 子 群 组 成 的 子 群 族 . 
证 明 整 值 类 函数 站 可 以 写成 f=|G|X, 其 中 XxX 是 GG 上 整 值 
类 函数 . 由 Artin 定理 的 证 明 , 有 


IG 一 > Indg t&, 
CE 芋 
从 而 
f=|G|IX= >) (Ind? bc) X= > IndE (OcRese x). 
CE 在 尼 芷 


于 是 只 要 证 明 HRes&XE A 的 zR(C) 对 每 个 CE 成 立 .但 是 ,对 忆 
的 每 个 不 可 约 特征 标 六 有 


CcReslx xo) =— CT D2 ele Resex(z ez) € A, 
IEC 
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这 是 因为 x(x)EZ,Xc(x)E4 及 CTbeCz) 一 0 或 1 的 缘故 ,因此 
如 ResgyE ASOzR CY). | 

引 理 6.8 设 XE A@zR(G) 是 一 个 整 值 元 素 , 则 对 每 个 zE 
,有 X(T) 二 Xt) 《mod pp), 这 里 zz 是 工 的 p'- 分 支 . 

证 明 设 C=《x); 因 为 Resg&xE AG9zRCC) 仍 是 一 个 整 值 元 
素 ,所 以 我 们 可 以 假定 G=‘z) 是 短 环 群 . 若 > 的 阶 为 * 一 zx, 其 中 
户 是 素数 且 (p,s)==1, 则 存在 整数 丸 ,v 使 得 wp* 十 vw; 二 1, 于 是 z= 二 
zr 一 zz 一 了, 并且 当 4g 是 的 足 驶 大 的 每 时 ,有 zx? 二 x. 


设 Kl Ne 是 人 7 的 1 次 不 可 约 特 征 标 ,和 则 区 一 Pavars 和 
4 并 且 有 (zy 一 巧 (7 (La 于 是 


CX) 一 | alr)) = Yar) mod pA) 
s=| fal 


= aX) (mod pA)EXr)F mod pA). 


由 于 4 门 z 一 2, 上 式 的 两 端 都 是 整数 ,因此 
《NT EX mod p). 
及 由 Euler 定理 ,对 每 个 整数 ecEZ, 有 
a'=atmod 户 )， 
因此 
Xr (mod £). 1 
引 理 6.9 设 zEG 是 一 个 p'- 元 素 ,H 是 与 x 相伴 的 pp- 初等 
子 群 ,出 存 在 号 上 整 值 类 函数 wE AGOzR LH) 使 得 Ind 共有 下 
述 性 质 : 
(1) Indg $x) Omod p)s 
《2) 对 每 个 不 与 共 轴 的 p' -元素 yEG,Inds gC(y) 二 0. 
证 明 设 互 =CP,C=(z? 是 由 z> 生 成 的 循环 子 群 ,PP 是 > 在 
G 内 的 中 心 化 子 Ze(z) 的 Sylow p- 于 群 , 记 PP 的 阶 为 p, 令 类 是 
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C 上 的 类 函数 , 它 由 
r= CK y=0, Ye 
定义 .于 是 如 一 》! XC(z)X; 这 里 到 访 CC 的 全 部 1 次 不 可 约 特征 
标 ,因此 gE ADRC). 进一步 定义 五 上 的 画 数 
人 (yz 一 grCyJ) yEC,zEP, 
于 是 多 是 五 上 整 值 类 函数 且 业 E AzRCH). 因为 在 


Ind$® %G)=T 丰 | 了 了， pzye 1) 
中 ,如 果 y 是 避 的 一 个 p'- 元 素 ; 那 么 zyz 也 是 一 个 -元 素 ; 如 
果 yz 五 ,那么 zyz EEC. 所 以 当 xyz 天 工时 ,有 gsyz 1 一 
pctzyz 一 0, 即 对 于 每 个 不 与 z 共 轻 的 如- 元 素 yEG,Indgy(y) 
一 0, 从 而 (2 成 立 . 又 因为 


1 
Indgyg (x) 一 本 《ze 1) (zx 1) 
Ey IH 和 pz -ci 之 pe T 


rr €H rm leEH 


-cl 各 lcl-z 各， ! 


EE 恕 
zc l= 


Ee 


一 六 [Zotx) |=BbE0Cmod 户 )， 

其 中 |Zcegz) | 一 zB 坟 ,的 一 1 所 以 (7 成立 ， 1 

引 理 6, 10 存在 C 上 整 值 类 函数 Fe 4Czmdlt be RCH)), 
使 得 Frz) 关 0Cmod 六 ?对 每 个 zEG 成 立 . 

证 明 设 {zijie: 是 G 中 pp- 元 素 的 共 罗 类 的 代表 元 集 , 五 :是 
与 x; 相伴 的 廊 初 等 子 群 ,由 上 述 引 理 ,存在 瑟 ; 上 整 值 奖 卫 数 峰 E 
有 AAWzRCH) ,使 得 1nd gilxi) 关 0Cmod p), 而 对 所 有 的 j 关 i， 
Ind gtr) 一 0. 取 /一 Ind 和 hEAzInd( 的 ROCF)] ,由 引导 

z 它 了 了 HEE, 
6. 8 ,对 每 个 =EG, 存 在 革 个 JET 使 得 fxz)=Fzi)Cmod pp). 但 
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是 f(z) 二 >) Ind 多 几 (zh) 一 Ind 多 矶 (zj 天 0(moed p), 因 此 对 每 个 
:ET 

TIEG EDNmod p), | 

现在 可 以 证 明 命题 &. 6 了 . 

命题 6.6 的 证 明 取 整 值 类 函数 f€ 49zInd! 由 RCE)] 使 
得 f(x) 闫 0(mod p) 对 所 有 的 xEG 成 立 . 令 N 一 pCp") 一 
B”'(p 一 ,其 中 9 是 Euler 9 - 落 数 ,由 Euler 定理 ,了 (zx)* 三 
lfKmod ,从 而 2" 一 1) 满 足 引 理 6.? 的 条 件 , 因 此 

LF 1 € AQrIndl DRO)) SG A Walndl RD)) . 
[3 时 办 


由 于 4GBzmdl 昌 RE 是 A4@zR L(G) 的 一 个 理想 , 117 EE 
4@zIndl 时 RCH)) ,因此 LE (4ndl 息 RH)) N RG) 
-=md( @ RUUD) -VvV, | 


由 本 节 习 题 1, 每 个 初等 子 群 是 管 零 群 ,又 由 35 习题 6, 丢 零 
群 的 每 个 线性 表示 都 是 单项 表示 ,因此 有 

推论 6.1I 群 G 的 每 个 线性 表示 的 特征 标 都 是 单项 表示 的 
特征 标的 整 系数 线性 组 合 ， 1 


习 题 

1. 证 明 有 限 群 G 的 每 个 初等 子 群 是 短 零 群 . 

2. 设 IEG 是 群 G 的 一 个 元 素 , 是 素数 ,证 明 x 可 以 唯一 地 
写成 一 个 p- 元 素 与 一 个 p'- 元 素 的 乘积 T= Tr 一 了 和 

3. 设 G= 一 44, 交 是 G 的 循环 子 群 所 成 的 子 群 诸 . 又 设 {z ,ya， 
xs) 是 @G 的 不 可 约 特征 标的 集合 ( 见 8$2 例 3). 证明 
Ind{ DR*CHD) 的 像 是 由 {多 十 家 十 二 Xr2X6s 入 二 家 Xa 十 家 
十 区 } 生 成 的 ,因此 XE Ind( DR)) 当 匡 促 当 xt1) 寺 0 (mod 


2) ,并且 和 %,Xs 与 % 都 不 能 够 写成 循环 子 群 的 线性 表示 的 诱导 特 
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征 标 的 正 有 理 系 数 线性 组 合 - 
4. 设 N 是 同 态 


Orma : Ch 0BRH) QBRG) 
的 核 . 

(1) 设 量 ,HH' ESX 且 HH'CH, 丸 设 XERCHD ,X=Ind 和 (x) 
ER(D) ,证明 Xx 一 XY EN; 

(2) 设 HEE¥E,zEG, 邻 *H==xzHzx 1 叉 设 XE RCH),"XE 
RCH) 由 "Xt(zhr 站 一 XC(RYChE ) 定 义 .证 明 X 一 XEN:; 

《3) 证 明 NN 在 如 上 由 上 述 届 ) 与 2) 两 种 类 型 的 元 素 生 成 . 

5, 设 C 是 5 阶 循 环 群 , 令 访 二 glan)regc 一 9c， 其 中 pn) 是 
Euler 5 -函数 ,regr 是 的 淖 则 表示 的 特征 标 , 纪 如 和 祝 定 理 6. 1 一 
畔 定义 . 证明 

(1) 是 的 一 个 与 单位 特征 标 正 交 的 特征 标 ， 

《2) 设 rege 是 局 的 正则 崎 示 的 特征 标 ,X 是 G 中 所 有 循环 子 
群 的 子 群 族 ,X 是 G 的 单位 表示 的 符 征 标 , 则 

Sy ndeCae) =|G| {regc—b). 
CE 

6. 设 瑟 =CP 是 群 妇 的 一 个 p- 初 等 子 群 ,又 设 z 是 循环 群 C 
的 一 个 生 或 元 ,证 明 瑟 含 在 与 x 相伴 的 p- 初 等 子 群 HF' 中 ， 的 

7. 设 Y 是 群 如 的 不 可 约 特征 标 ， 

(1) 站 果 X 是 单项 特征 标的 正 实 系数 线性 组 合 ,那么 存在 整 
数 m 之 1 使 得 mxX 是 单项 特征 标 . 

(2) 当 G 一 AssX 是 G 的 4 次 不 可 约 线性 表示 的 特征 标 使 得 
这 个 不 可 约 线性 表示 与 单位 表示 的 直 和 是 G 的 置换 表示 . 证明; 
如 果 mxX 是 由 子 群 五 的 1 次 特征 标 诱导 的 特征 标 ,那么 互 的 阶 等 
于 其 ,其 中 四 只 可 能 取 值 1,3,5,15. 并 且 X 限制 于 如 包含 一 个 1 
次 特征 标 m 次 ,从 而 xX 不 是 单项 特征 标的 正 实 系数 线 性 组 合 . 
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第 三 章 ”有 限 群 的 模 表 示 


我 们 已 经 讨论 了 有 限 群 在 复数 域 上 的 表示 理论 , 当 素 数 pp 是 
群 G 的 阶 的 一 个 因子 时 ,用 特征 p 的 数 域 来 代 符 复 数 域 , 由 于 完 
全 可 约 性 定理 不 再 成 立 , 对 应 的 群 代数 不 再 是 半 单 代数 , 群 G 的 
表示 理论 发 生 了 本 质 的 改变 ,这 就 是 由 Brauer 饭 便 并 的 有 限 群 的 
模 表 示 理 论 所 要 研究 的 . 在 这 一 章 我 们 将 介绍 模 表 示 论 的 概 魏 ,有 
兴趣 的 读者 可 以 进 -- 步 参考 CB], LCR1], LCR2],LCR3];LDM]J， 
LF],LFH] 或 [S] 等 . 本 章 所 涉 皮 的 群 都 是 有 限 群 ,不 青 一 一 效 述 . 


S31 基本 概念 


设 ( 开 ,4 是 一 个 p- 模 系统 ; 当 素数 户 整 除 殷 的 阶 村 ， 群 代 
数 &[G] 不 四 是 一 个 半 单 代数 ,但 是 它 的 左 理想 满足 降 链条 性 ,从 
而 每 个 有 限 生 成 [Gj]- 模 有 合成 列 , 也 有 射影 包 ( 证 明 训 在 [CR2， 

41sp.132 及 p. 406] 中 找到 ). 除 了 考 虚 有 限 生 成 [GjJ- 模 范畴 

的 Grothendieck 群 RCG) 外 ,我 们 还 要 填 虑 有限 生成 庙 影 kLGJ] 
模范 洲 的 Grothendieck 群 P.(G). 

设 5 是 单 [G]- 模 (好 如 在 数 域 上 的 不 可 约 线 人 性 表示 ) 的 
同 构 类 的 代表 元 集合 ,对 每 个 已 E SPe 是 下 的 射影 包 - 可 以 征明 
它 是 一 个 射影 不 可 分 解 上 ECj- 模 . 

命题 1.1 0) 每 个 有 限 生 成 ELCGT 模 M 有 一 个 射影 包 ; 

(2) 若 已 是 型 的 射影 包 , @ 是 N 的 射影 色 , 则 人 鳃 Q 是 
四 六 的 射影 包 ; 

《3) 车 户 是 射影 &[G] 模 ,5E 是 PP 的 最 大 半 单 商 模 , 则 尸 是 
五 的 射影 包 . 
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证 明 (1) 由 于 每 个 有 限 生成 x[GJ- 模 是 自由 模 的 商 模 , 困 
可 以 写成 LYR 的 形式 ,其 中 工 是 射影 kLGJ- 模 ,R 是 工 的 子 模 . 对 
于 只 的 子 模 N ,考虑 典范 同 态 

my: LIN— L/R=M. 

由 于 [GJ- 左 理想 满足 降 链 条 件 , 每 个 有 限 生成 x[Gj- 模 的 非 空 集 
合 有 极 小 元 素 . 因为 rs 是 一 个 本 质 同 态 ,所 以 在 RR 中 有 极 小 子 模 
NN 使 得 xw 是 本 质 同 态 , 记 工 / 六 = 已 设 久 是 工 的 子 模 ,使 息 是 非 
空 集合 {QCLlx: 工 一 E/V 一 已 限制 于 久 仍 是 满 同 态 } 中 的 极 小 
元 如 . 因为 工 是 射影 模 , 存 在 ?9 : 工 一 息 使 得 下 图 


L/R=M 


Eg 
le * 


是 交换 图 , 即 x 二 x|o。。g. 由 @ 的 极 小 性 可 知 g 是 一 个 满 同 访 , 记 
N' 一 Kerg; 则 有 @ 二 L/N'. 因为 xw 与 x|。 都 是 本 质 同 态 , 所 以 rw 
二 xwy* rla 仍 是 本 质 同 态 , 但 是 N'CN,N 的 极 小 性 迫使 N'=N， 
因 些 妨 兰 P 由 第 一 童 定理 3,2(3),P 是 射影 寞 ,从 而 是 M 的 射影 
包 . 

第 一 章 命题 3. 3 还 告诉 我 们 ,在 同 构 意义 下 MM 的 射影 包 P 是 
唯一 的 . 

(2) 因为 P 一 - M 与 Q@ 一 -"N 是 本 质 间 态 守 ,PP 外 Q 一 
MDN 也 是 本 质 同 态 ,并 且 POQ 是 射影 ELG]- 模 ,所 以 PBQ 是 
MODN 的 射影 包 . 

(3) 设 巨 是 射影 kLGj 模 P 的 极 大 半 单 雇 模 ,考虑 满 同 态 - 
f: P- 一 , 令 P 是 PP 的 子 模 的 非 空 集合 {P'CP|P' 是 射影 模 量 
A(P') 二 EE) 中 的 极 小 元 素 , 我 们 要 证 明 妃 一 尸 . 设 车 不 然 ,由 本 章 
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§1 习题 1 及 第 一 章 33 习题 3 中 的 (4), 有 忆 ==P' 几 Q,Q 也 是 射 
影 模 . 于 是 存在 单 &[G]- 模 刁 使 得 玖 是 妨 的 单 商 模 , 并 且 EE 
是 已 中 和 = 已 的 半 单 商 模 , 这 与 所 的 极 大 性 了 矛盾 ， 上 

推论 1.2 每 个 有 限 生成 的 射影 ELG]- 模 是 射影 不 可 分 解 
[GJ]- 模 的 直 和 ,并 且 在 同 构 意义 下 这 个 分 解 是 唯一 的 . 

证 明 先 证 明 每 个 单 #[GJ] 模 E 的 射影 色 Pz 是 不 可 分 解 的 , 
设 若 不 然 ,Pz 可 以 写成 两 个 非 平 凤 的 真子 模 的 直 和 , 芭 Ps 一 P 人 全 
已 , 则 卫 与 @ 都 是 射影 x[LGJj]- 模 ,如果 六 与 和 N 分 别 是 它们 的 最 大 

半 单 商 模 , 由 命题 1. 1,P@Q 是 MDN 的 射影 包 ,因此 必须 及 实 
MON. 于 是 或 者 EjM,N 一 0, 或 者 叶 =0, 之 N ,从 而 或 者 Pz 实 
P,Q 一 0, 或 者 P= 二 0,Pr 宇 Q. 这 是 一 个 矛盾 . 

现在 设 己 是 一 个 有 限 生成 的 射影 LG]- 模 ,EE 是 P 的 极 大 兴 

单 商 横 , 则 可 以 唯 . -地 分 解 为 单 上 LG]- 模 的 直 和 

E= ED E,. 

又 设 Pa ,Ps 分 别 是 E,…:E, 的 射影 包 , 出 命题 1. 1, 记 与 

Pz 中 … 虽 Ps 痢 是 的 射影 包 . 又 由 第 一 章 命 题 3. 3， 
了 全 Ps DDPe, 
即 王 可 以 分 解 为 射影 不 可 分 解 丰 LG]- 模 的 直 和 . 我 们 把 证 明 这 个 
分 解 的 唯一 性 作为 练习 留 给 读者 1 
推论 1.3 《[Pc]| 瑟 ES) 是 已 (GD 的 基 . 
证 明 用 推论 1.2， 4] 
推论 1.4 车 [Pl1= SetPsl, 其 中 每 个 ns 是 非 负 整 数 ， 


则 作为 ECG] 横 PP 之 PO™, SPOT ED OPs 
证 明 用 推论 1.2. 1] 
我 们 还 可 以 证 明 PitG) 具 有 RCO) 模 的 结构 ,为 此 先 证 明 引 
理 1. 5. 
引 理 1.5 设 4 是 交换 环 ,P 是 ALG]- 模 , 则 疡 是 射影 ALG]- 
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” 模 的 充分 必要 条 件 是 P 是 射影 4- 模 且 存在 P 的 如 模 自 同 态 # 使 
得 


站) 一 2 vEP, 

证 明 因为 A[G] 是 自由 和 模 ,所 以 当 记 是 射影 4[G]- 模 时 ， 
王 也 是 射影 A 模 . 反之 , 若 卫 作为 4 模 是 射影 模 P,, 令 QQ= 
ALG]@4Po, 这 是 一 个 射影 ALG] 模 , 现在 , 恒 等 映射 P,P 扩充 
为 4A[GJ] 满 同 态 qg : Q 一 -*P, 由 第 一 章 命题 3, 2 中 (3),P 是 射影 
4LGC]J- 模 当 上 且 仅 当 存 在 ALGJT 满 同 态 p : 了 一 一 名 使 得 gq。，p== 
ir. 对 每 个 v€EP, 有 p(v) 一 ps 加 (0) ,其 中 (wv)E Po 又 对 
每 个 yEG, 有 好 (一 py， 从 而 

人 2 四 ui{v) 一 2 Co ww, (yn) , 
因此 xf 一 xfto) 于 是 存在 xE EndaCPo) ,满足 ul zw) 一 
tlw) ;从 而 ww Cyo) =u( x lyw) 二 x,-.(v); 因 此 g .p= 二 1 当 且 仅 
当 对 每 个 vEP 有 
Dru x vw) | 

用 这 个 引 理 就 可 以 证 明 下 面 的 命题 1.6. 

命题 1.6 设 M 是 LG]- 模 ,PP 是 射影 [Gj]- 模 , 则 MEP 是 
射影 &LG]- 模 . 

证 明 帮 为 志 庙 量 空 条 ,MP 是 射影 有 模 , 因为 PP 是 射影 
[Gj- 模 ,所 以 存在 wE€E Endi(P) 使 > zufzrio) 一 mn 对 每 个 


EG 


所 PP 成立. 现在 取 1wSOuE EndsCM6%P), 对 所 有 mEM 和 wEP 有 
Sxl lx aa) (rlm Ov)) 
工 毛 店 


一 Om rr vv) =v, 


EG 
因此 MP 是 射影 XLGI 模 .1 
我 们 还 要 考 碟 有 限 生成 射影 4LG]- 模 范畴 的 Grothendieck 
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群 PAtG). 为 了 弄 清 楚 Pa(tG) 的 结构 ,我 们 先 要 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 1.7 设 4 是 局 部 环 ,m 是 4 的 唯一 的 极 大 理想 ,大 ,一 
4pma 是 剩余 类 域 ， 

(1) 设 记 是 太 自 由 的 ALGJ- 柳 , 则 PP 是 射影 4LGJ]- 模 当 且 仅 
当 P=POks 是 射影 RiLG]- 模 ; 

《2) 两 个 射影 4LGJ- 模 一 和 己 同 枸 当 且 仅 当 相应 的 4aLGJ- 
横 巨 和 了 丈 阳 移 ， 

证 明 (1) 显然 , 当 卫 是 射影 ALG 丁 模 时 ,下 是 射影 &LGJ- 
模 , 反之, 当 五 是 射影 %LGJ]- 模 时 ,存在 wx€Ende (PP) 使 得 


Drur™! =— ls. 
EE 
于 是 得 到 wE Endn(P) 使 得 
Djxur” : 夺 1 pl mod maP), 


工 世 是 


令 到 一 a E Ends(P),; 对 任意 的 yEG 有 yy :一 


yee 3 1y 一 tw 因为 w' 二 1 mod tsP) ,P=w'(P) 十 m4; 由 
Nakayama 引 理 ， 二 0 所 中 w'! 存 
在 . 于 是 之 :xz1 wu' 1) eT 1 一 wwu' 1! 一 1p; 这 证 阴 


TP 是 射影 4[LG]- 模 ， 

(2) 显然 , 当 了 和 已 是 同 构 的 射影 ALG]- 模 时 ,五 和 无 是 同 
构 的 射影 taLG]- 模 . 反之 , 设 思 : 一 P' 是 射影 有 [GJ]- 模 的 同 
焕 , 册 (1),P 和 P' 是 射影 A[ 避 jj- 模 ,于 是 存在 ww : P 一 户 使 得 下 图 


和 
和 
‘yl 
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是 交换 图 . 因为 P 二 mmP' 十 w(P), 由 Nakayama 引 理 , 瑟 一 
wlP) ,所 以 ww 是 ALGJ]- 模 满 同 态 . 又 因为 P' 是 射影 ALGJ]- 模 , 且 

”P' 实 P/Kerw, 所 以 Kerw 是 PP 的 直 和 项 , 它 是 有 限 生 成 的 . 由 于 
Kerw 一 mKertw, 再 由 Nakayama 3 引 | 理 ,Kerw 一 0; 从 而 ww 是 ALG]- 
模 同 构 .。 

当 4 一 4 是 一 个 完备 的 离 苓 赋值 环 时 ,ks 二 是 特征 p 的 数 
域 , 上 面 的 引 理 告诉 我 们 , PCG) 与 P:《G) 基 本 上 是 一 样 的 . 

命题 1.8 (1) 设 五 是 4[LC]- 模 , 则 到 是 射影 4LG]- 模 当 且 
仅 当 五 是 自由 4- 模 并 且 玉 的 模 m 约 化 区 =E/mE 是 射影 上 CT 
模 ; 

《2》 车 五 是 射影 GJ- 模 , 则 在 同 构 意义 下 存在 唯一 的 射影 
ATGIT 模 P 使 得 FF 之 P/mP， 

证 明 由 引 理 1.5 和 1,7, 只 要 证 明 射 影 ALGj- 模 P 的 存在 
性 , 设 4, 一 4jm, 则 4 一 上 ,4 一 1im4, 是 北向 系统 人 ss Br : 4 
一 4.} 的 射影 极限 ( 见 附 录 C). 因为 每 个 A, 与 4,0GJ] 满 足 关于 理 
想 的 隆 链 条 件 , 所 以 下 作为 4.[G]- 模 有 射影 包 已 . 使 得 P, 是 自 
由 4.- 模 ,特别 Pi 二 FF. 作为 4.LC]- 模 满 同 态 f: PP, 一 ~ 下 , 它 请 导 
了 4.LG]- 模 的 满 同 态 7 : P,/inP, 一 "下 使 下 图 


P'CP, F 
x pd 
ZY 
pa 
pa 
FCP./mPp, 


是 交换 图 . 因为 下 是 射影 &LG_- 模 ,存在 Pa/mP, 的 [GJ- 王 模 

站 , 它 与 下 同 构 , 而 F' 在 PP; 中 的 原 像 P' 在 本 质 同 态 了: P.- 一 :下 

下 归 到 让 上 ,所 以 P' = 二 P,; 从 而 PA/mP, 一 -FF 是 &[G]- 模 同 构 . 设 
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P 一 limP.; 则 也是 自由 4- 模 , 它 作为 ALGJ- 模 是 射影 的 并 旧 = 
P/mP 与 F 同 构 ， | 

推论 1.9 每 个 有 限 生 成 的 射影 4LG]- 模 是 射影 不 可 分 解 
4[LG]- 模 的 直 和 ,在 同 构 的 意义 下 这 个 分 解 是 唯一 的 ,并 且 每 个 射 
影 不 可 分 解 4[G]- 模 的 模 mm 约 化 恰好 是 一 个 射影 不 可 分 解 [LGJ 
模 . 

证 明 用 命题 1.8、 命 题 1.1 以 及 第 一 章 定理 3.2 

推论 1. 10 两 个 有 限 生成 的 射影 4LG]- 模 已 与 怠 同 构 的 充 
分 必要 条 件 是 在 PG) 中 LP]=[Q]. 

证 明 ”用 推论 1.9. | 

推论 站 ti 模 m 约 化 定 尖 了 Grothendieck 群 Pa (GG) 到 
PCG) 的 同 构 , 它 拒 P#(G) 映 到 Pt (GY 上. 

证 明 用 推论 1.9. 上 

由 此 可 见 ,我 们 可 以 把 PaCC) 与 PetG) 等 同 起 来 . 

定义 1.12 设 V 是 一 个 有 限 生 成 天 [LG] 模 ,Y 中 一 个 4LG]- 
格 邓 是 7 的 一 个 4LG]- 子 模 , 它 作为 4- 模 是 有 限 秩 的 自由 模 , 使 
得 KM=F. 

命题 1. 13 每 个 有 限 生 成 天 LG]- 模 了 有 一 个 4LGJ 格 M. 

证 明 设 {w14,…,va} 是 VF 的 一 个 天 - 基 , 即 下 一 DK. 令 

M = SALGh, 

因为 4 是 一 个 主 理想 吾 环 ， 由 第 -- - 章 $3 习题 1, 易 见 对 作为 4- 
模 是 有 限 生 成 的 自由 模 并 且 站 一 开 @aM, 即 凡是 站 的 一 个 
4LG]- 格 . 1 

如 果 对 是 有 限 生 成 天 LGJ]- 模 站 的 一 个 4LG]- 格 .{eiy 
mz} 是 M 的 一 个 4- 基 ,那么 {1 因 mm ;1 的 mz} 是 VV 的 一 个 下 - 
大. 因此 有 

命题 1.14 G 的 每 个 下 -线性 表示 等 价 于 一 个 4- 线 性 表示 ， 
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即 这 个 线性 表示 在 适当 选取 的 一 个 基 下 的 年 阵 的 元 素 都 在 A 中 . 
| 
考 虚 典范 上 映射 4 一 一 A/m 一 上, 它 把 每 个 a€ 4A 映 到 aER. 设 
邮 是 天 LG]- 横 立 内 的 一 个 4LG]- 格 ,型 一 MAmaz 通过 
| > atr)r |m 一 > oatryrm, alr} EE Am EM 
去 三 应 F 


工 帮 如 
成 为 一 个 LG]- 模 , 称 为 M 的 模 wm 约 化 . 

命题 1.15 设 对 与 六 是 有 限 生成 天 LG]- 模 站 的 两 个 
4LG 于 格 , 则 在 RiKG7? 中 有 [ 邓 ]=[ 闵 ], 即 作为 上 GT 本 模 开 与 六 有 
相同 的 合成 因子 . 

证 明 内 为 对 十 六 也 是 7 内 的 一 个 4LG]- 格 ,所 以 我 们 可 以 
假定 MCN, 进一步 可 以 假定 M 是 NN 的 极 太 子 模 ( 和 作为 4LG]- 
模 ,M 与 N 满足 关于 子 模 的 升 链 条 件 ), 于 是 mNCM. 设 若 不 然 ， 
网 MM 十 mN 真 包 含 好 ,迫使 六 一 型 十 mv 由 Nakayama 引 理 ,NN 
一 MM, 从 而 与 假设 第 盾 . 因此 我 们 有 

mm 二 六 

由 第 二 章 的 命题 3.9 ,在 Ri(G) 中 [MJ] 一 [Hj] 当 且 私 当 陪 与 有 
相同 的 合成 因子 ;所 以 我 们 必须 证 明 M/mM 与 N/mN 作为 
&LG]- 模 有 相同 的 合成 因子 . 由 于 这 两 个 模 都 包含 了 MAmN 的 
&[GJ]- 模 合成 因子 ,我 们 只 要 证 明 N/M 与 mN/mM 有 相同 的 
[GJ- 模 合成 因子 .因为 m 是 4 的 主 理想 , 即 存在 pE A 使 得 mn 二 
有; 所 以 5 一 pn 给 出 了 AL[GJ] 机 N/M 到 mN/mM 上 的 同 构 , 从 
而 也 是 [GJ]- 模 同 构 。 和 

最 后 ,由 于 RxCG) ,RG) 与 PCG) 都 是 Z- 模 (其 实 还 是 自由 
Z- 模 ) ,我 们 可 以 考虑 Rk(O) 与 尽 (G7 间 的 对 个 及 只 (G) 与 PCG) 
间 的 对 偶 . 我 们 不 在 这 里 写 出 详细 的 证 明细 节 , 有 兴趣 的 读者 可 以 
参考 [CR2] 中 p. 212 及 pp. 432~434. 

对 任意 的 K[GJ- 模 到 与 下 ,定义 

(E,F)xr—~dimxHomxro (EF). 
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于 是 得 到 双 线 性 型 

RA(G) X RrCG) —> Z, 
记 为 ([E]， [FDx 二 (EF)xk. 当 处 包 合 所 有 m 次 单位 根 (m 是 
的 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 数 ) 时 ,对 每 个 单 下 [GJ]- 模 玉 ; 有 (CE,E)x== 
1. 因此 双 线 性 型 非 退 化 使 Rk(G) 与 它 的 对 侦 同 构 . 

你 对 和 任 童 的 射影 [GD]- 模 请 与 GJ]- 模 玉 , 定 义 
CP,E)—dimHomre(P,E). 

于 是 得 到 双 线 性 型 

PG) X RG) -= 工 ， 
记 为 ([Pj,[E])= (PE 当 E,EES, 时 ,由 于 HomsroCPe， 
FE ) 守 Homsrel(E,E'), 当 上 包含 所 有 mx 次 单位 要 时 ,有 (Px,E')， 
二 5p; 因此 双 线 性 型 是 非 退 化 的 ,使 得 [EE] 与 [Pe] (EES) 关 于 
这 个 双 线 性 型 是 互相 对 惕 的 . 


习 题 


1. 证 明 &LGj 是 内 射 ELG]- 模 ,一 个 寻 G] 模 是 射影 的 当 且 仅 
当 它 是 内 射 的 ,并 且 射 影 不 可 分 解 模 是 单 ETC]- 寞 的 内 射 包 ， 

2， 设 A 是 交换 环 ,P 是 A[GIT] 模 , 它 作 为 4- 模 是 射影 的 ,证 
明 下 述 性 质 等 价 ，; 

(1) PP 是 射影 ALG]- 模 ; 

C2》 对 4 的 每 个 极 大 理想 hp,(4Ap)LG]- 模 己 /pP 是 射影 模 . 

3. 设 五 ,本 后 3, 证明 

Hormaral PesF'} > Homra(E, BE’'). 

4， 设 群 G 的 元 素 的 阶 的 最 小 公信 数 一 pm' ,其 中 mm!' 与 素 
数 户 互 素 .证 明 : 当天 包含 全 部 mz 次 单位 根 时 ,也 包 舍 全 部 
次 单位 根 . 


$2 Cartan-Brauer 三 角形 


本 节 我 们 将 要 定义 二 个 Abel 群 同 态 dd : Rx (OY R,(G)， 
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ci PAOI RG) 和 ee : PC 一 RrdtCy 使 得 下 面 的 Cartan- 
Braber 三 角形 


RetG) 4 


RG) 


Pi(G) 


是 交换 图 . 

首先 定义 Cartan 同志 < : Pi(G) 一 Ri(GY. 由 于 {[S5]|SES} 
是 RiCG) 的 基 , {[Pr]| 了 TE Si 是 Pi(G) 的 基 , 对 于 5S,TESi, 令 
Csr 等 于 单 [G] 模 S 在 单 #[GJ- 模 工 的 射影 包 Pr 的 合成 列 中 出 
现 的 重 数 ,这 些 非 负 整数 形成 一 个 5,X5i 型 矩阵 C 一 (csrjsres， 
通常 称 为 G 的 Cartan 矩阵 . 显然 ,这 个 第 阵 依 束 于 数 域 , 于 是 对 
每 个 了 TES,, 有 有 

cf [Pr]) 一 DearLs). 
了 


其 次 定义 分 解 同 态 了 : RrtG) 一 RiCG]). 由 于 {[E]IEESKk}) 是 
RxgGC) 的 基 , 对 于 百 拭 Sr, 已 和 Si 令 必 r 等 于 单 下 [G]- 模 下 在 单 
KK[GJ]- 模 EE 的 4[Gj]- 格 Ei 的 模 m 约 化 五 | 的 合成 列 中 出 现 的 重 
数 , 由 于 命题 1. 15, 这 样 定义 的 非 负 整 数 ars 是 有 意义 的 ,它们 形 
成 一 个 Six Sx 型 算 阵 号 二 {4drr) pes scs 通常 称 为 G 的 分 解 矩 
阵 . 显然 ,这 个 矩阵 与 数 域 近 与 点 的 取 法 有 关 . 于 是 

dl [El 一 Retr 


最 后 定义 同 态 e: Pi(G) RACG). 由 于 推论 1 PicG) 与 
Pa(G) 同 构 , 拒 这 个 典范 同 构 与 由 LP] 一 [KasP] 定 义 的 同 态 
PAG) 一 Rr (G) 合 成 ,就 得 到 了 同 态 e. 相应 的 矩阵 EE= 
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{ egF ) zesires; 基 一 个 SrXS, 型 矩阵 . 


我 们 上 先 罗列 一 些 Cartan-Brauer 三 角形 的 基本 性 质 ， 

(1) cd 。e, 或 等 价 地 C=DE. 

为 此 我 们 必须 证 明 对 于 每 个 射影 [Gj- 模 UU, 有 dlet[U])》 
一 ce(EUDD. 由 命题 1. 8, 存 在 射影 4[G]- 模 了 ,使 得 一 U. 由 定义 ， 
e (LE 一 [的 PP 是 天 四 PP 内 的 一 个 A[G]- 格 . 从 而 在 
Ra 中 有 

(ef[LZ)) = [81 = [U1. 
另 一 方面 ,LU J] 蚌 ct[0UD 在 RatG) 中 的 像 , 办 此 
dle([t =et Le )). 

《2) 同 态 4 与 e 关 于 上 一 节 中 所 定 浆 的 两 个 双 线 性 型 是 伴随 

的 , 即 对 于 x 志 PiCG},yE RxtG), 有 
【了 By = (el(x),y) x. 

特别 ,当天 和 包含 所 有 m 次 单位 根 时 ,Pi(G) 的 典范 基 ( 相 
应 的 ,RxCG) 的 典范 世 }) 与 RG) 的 典范 基 ( 相 应 的 ,RxCG) 的 典范 
基 ) 关 于 双 线 性 型 是 对 侦 基 ,由 此 我 们 能 证 明 E=D' ,CDE= 
DPT 是 对 称 和 矩阵, 其 中 产 是 G 中 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 数 ， 

这 里 我 们 只 需 证 明 等 式 Czdfy)7 一 (egzyy)r 成 立 , 设 一 
[又 ],y 一 [KG 了 7], 这 里 和 E PalG),Y 是 4LG]- 模 ,作为 4- 模 是 
有 限 秩 的 自由 模 , 于 是 Homasro《X,Y) 是 自由 4- 模 , 设 r 是 它 的 
秩 . 因为 

K aHomaa XY) TE Homxol K BaX,K Oa), 
下 的 Homao (XY) Homalk XROY), 

所 以 Celrz) yy)r=r= (Crd yD 

当 业 和 点 包含 所 有 x 次 单位 根 时 ,对 个人 54,5SESx,， 有 

(LPrl,atLs 1)), = Zarst [Pr ,Fi = ds, 


(efLP7r]),[S]) x 一 Derrl [FJ,LS 1 二 esr: 
EES, 
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于 是 zs 一 er ,五 一 万 5 

(3) 同 态 dd RxCG) 一 RCG) 是 满 同 态 . 

(4) 同 态 e: PLAG) 一 Rx(G) 是 分 裂 的 单一 同 态 , 即 e 是 单一 
同 态 并 且 eCPi(G)) 是 Rx CLG) 的 直 和 项 . 

(5) 同 态 e 的 像 是 Rx (G9) 中 那些 其 虚 特 征 标 在 G 的 户 奇 异 元 
囊 上 为 零 的 元 素 组 成 , 即 

ci Pi(G)) = {x € Rr(G) |zx 的 虚 特 征 标 %, 在 Gr 外 为 零 )， 
这 里 Gi 表示 G 中 所 有 p- 正 则 元 素 的 集合 .回忆 一 下 , 群 G 的 一 
个 元 素 称 为 p- 正 则 元 素 ,如 困 它 的 阶 与 p 互 索 ,否则 就 称 为 p- 奇 
异 元 塞 ， 

(6) 同 态 c: PCG) 一 RiCG) 是 单一 同 术 , 它 的 余 核 
RCG) /elPitG)) 是 一 个 有 限 户 群 . 这 就 是 说 , 当 |G | 一 p"L,p 是 素 
数 ,{p ,中 一 1 时 ,PRAGI Ce PG)). 

特别 ,当下 各 包含 所 有 1 次 单位 和 根 时 ,对 x E PCG), 有 

rT = (rd(lelr))) ;om (etr) ,el(r))r > 0, 
基 双 线性 型 是 正定 的 . 因为 c 的 余 核 是 有 限 p- 群 ,所 以 Cartan 矩 
阵 C 的 行列 式 detCC) 是 p 的 和 . 

我 们 不 准备 仔细 证 明 这 些 基 本 性 质 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 
[S] 的 第 15.16.17 章 或 -CR2] 的 § 18. 

例 1 设 安 的 阶 与 素数 户 互 素 , 则 C, 也 ,五 都 林 以 荫 作 单位 抢 
阵 , 即 G 在 上 上 的 表示 理论 与 在 扩 上 的 表示 理论 是 一 样 的 . 

首先 考虑 4[G]- 模 玉 , 它 作为 4- 寞 是 自由 的 .已 一 己 / 民 ,其 中 
工 是 自由 4LG]- 模 ,作为 4- 模 有 工 一 王 四 及 . 令 r : 工 一 及 是 4- 线 
性 映射 ,用 re 代替 <, 得 到 4[G] 线性 映射 ,因此 到 是 


射影 41GJ]- 模 . 同 理 , 每 个 GJ- 并 E 部 是 射影 上 LGIT 模 . 于 是 ,我 
们 可 以 适当 编排 5S; 中 元 素 的 次 序 使 得 Cartan 短 阵 C 是 单位 惩 
阵 ， 
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ZE 一 天 (naE 则 zzLZ] 一 [E]. 因 为 五 是 单 上 LG]- 模 ,所 以 2 是 单 
下 [GJ] 模 . 这 样 得 到 从 Se 到 Sx 内 的 上 映射 [LE]r>[2Z], 它 是 分 解 同 
态 的 道 . 适当 编排 Sx 与 S; 中 过 素 的 次 序 以 后 ,分 解答 阵 DD 是 单 
位 答 阵 ,从 而 五 也 是 单位 矩 左 . 

例 2 设 殷 的 阶 是 素数 户 的 宕 , 即 G 是 记 - 群 . 考虑 [GJ]- 模 
五 . 设 opE 五 ,天 0, 令 和 是 在 人 作用 下 的 轨道 所 生成 的 五 的 子 
群 . 设 Go 一 TzmolzeEGTsast ,其 中 t= |GNStabev | 是 G 关 


于 Stabew 的 陪 集 代表 元 , 则 Te 一 Dr EE XX, 从 而 XA 1{0} , 国 


此 公有 的 单 上 LG]- 横 是 平凡 模 关 , 它 的 射影 包 是 于 G]. 于 是 ,RCG) 
一 Z,PAG)==Z. 设 IG|=p"; 则 Cartan 同 恋 cc: ZZ 一 2 由 nn — pn 
定 闵 .而 分 解 同 态 d: RC(G) 一 2 由 [2Z]FmrdimxZ (ZSx) 定 义 ， 
司 态 e : Z 一 Rx(G) 由 nn ~-n[K[Gj] 定 义 ， 
设 Z,,… ,Zs 是 单 到 [G 模 的 同 构 类 的 代表 元 集 ,mm== 
dimgZi ;1 所 1 之 玉 ; 则 
万 一 (or E=D', 


nh 


C= DE=DD'= | Yn) = (pp). 


例 3 设 G=SXP, 其 中 S 的 阶 与 素数 pp 互 素 ,P 是 一 个 p- 
群 ,于 是 &[G]=k[SJG@[Pl. 

首先 ,一 个 &[LG]- 模 吾 是 半 单 的 当 且 仅 当 尸 平 凡 地 作用 在 瑟 
上 ,显然 , 当 也 平 几 地 作用 在 无 上 时 , 碧 是 一 个 [5]- 模 ,由 例 1， 
每 个 AS]- 模 是 半 单 的 . 反之 ,当下 是 个 单 x[GJI 模 时 ,由 例 2,EE” 
关 10}. 但 PIG, 玻 EE 是 巨 的 [GJ] 子 模 , 从 而 Er?=EE, 即 了 平凡 
地 作用 在 EL 上. 

其 次 ,一 个 KLGJ] 寞 E 是 射影 的 当 且 仅 当 巨 同 构 于 
FOR[P], 其 中 下 是 一 个 &[SJ- 模 . 由 例 1,F 是 射影 £[SJ]- 模 ,从 
而 F602LP] 是 射影 [Gj]- 模 . 反之 , 当 E 是 射影 £[G]- 模 时 ,EE 是 
其 最 大 半 单 商 模 下 的 射影 包 . 但 是 PP 平凡 地 作用 在 下 上 使 得 下 
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成 为 xLSj]- 模 . 这 时 ,FLPJj 是 射影 上 [GJ]- 模 ,下 是 它 的 最 大 半 
单 商 模 , 从 而 FC9W&LPJ 是 下 作为 LGj 模 的 射影 包 , 于 是 
EFCORLP]. 
设 |P|= 二 pp'; 则 G 前 Cartan 矩阵 是 纯 量 阵 prI. 


习 


1. 设 G 是 2 阶 循环 群 , 训 一 2, 又 设 互 一 玉 LG]. 证 明 玉 有 
4[LG]- 格 EE , 它 的 模 2 约 化 吾 ; 是 半 单 的 , 同 构 于 DA;E 还 有 其 
他 的 A[GI] 格 Es, 它 的 模 2 约 化 亚 : 不 是 半 单 的 , 同 构 于 在 [G]. 

2， 设 如 是 4 阶 循环 群 ,证 明 分 解 同 态 

d : Ra(G) -> Ronz(G) 
不 是 满 同 态 . 

3. 设 XERCGO),yE PCG) ,证 明 cz， 人 一 cfCy)- 

4. 设 XEREACG),yE PtG) ,证 明 etd(x) ry) 二 x* el(y). 

5， 证 明 ; 或 者 5 是 射影 [G1- 模 ,Ps 一 S 且 css 一 1; 或 者 css 
ESE. 


$3 Brauer 特征 标 理 论 


回忆 一 下 ,有 限 群 G 的 一 个 元 素 是 p- 正 则 元 素 , 如 果 它 的 阶 
与 素数 pp 互 素 .用 Ce。 来 表示 G 中 -正则 元 素 的 集合 ,并 设 mw!' 是 
Gc 中 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 数 , 则 (zm',p) 二 1. 当天 包含 所 有 zm' 次 
单位 根 时 ,从 域外 到 域 上 的 模 nh 约 化 过 程 并 不 改变 民 的 mm' 次 单 
位 根 , 即 久 中 到 ' 次 单位 根 所 成 的 彝 法 群 yx 与 上 中 于 次 单位 根 所 
成 的 乘法 群 是 同 构 的 . 对 于 ME py; 设 AE px 使 得 4 模 m 约 化 后 
是 由 

设 碧 是 一 令 有 [GjJ- 模 ,dimsE 二 x; 有 即 存在 G 的 线性 表示 p: G 
一 GL(E). 对 于 XEGw;p: 是 上 可 道 线性 变换 . 因为 了 的 阶 与 
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如 - 互 素 ,po 可 以 对 角 化 , 即 逢 当选 取 互 的 基 后 ,po。 的 盾 阵 是 对 角 
阵 , 它 的 特征 值 是 A A 且 
定义 3.1 对 于 每 个 &LG]- 模 五 ,由 


经 Cz) 一 2X, TE Ge 
定义 的 乓 - 值 函数 ge : Gs 一 ACK 称 为 EE 的 Brauer 特征 标 . 而 
把 迹 函 孝 z 一 tr(p,) 一 > 称 为 的 -特征 标 . 


LG]- 模 玉 的 Brauer 特征 标 有 以 下 基本 性 质 ， 
{1) gr(1)=n=dimE. 
(2) gz 是 G,。。 上 类 函数 , 即 


Pel yxy 1) = Per), rE Gwesy EG, 
《3) 车 0>E 一 EE"r0 是 LG]- 模 的 正 全 列 , 则 
冯 二 EE 十 绩 " 


《42 Pe BE Fe Pe,: 


《5》 对 于 axE4. 用 表示 = 的 模 zn 约 化 , 即 "是 = 在 典范 同 态 
4 一 4/m 一 下 的 像 . 设 yEGC, 它 的 大- 分 支 了 ECG 因为 pri 的 
特征 值 是 p* 次 单位 根 ,char 二 p; 所 以 p,-1, 的 特征 值 都 是 1. 由 于 
px 可 对 角 化 ,pyp: 一 pspy; 于 是 p; 与 p, 有 相 局 的 特征 值 , 即 

trtp,) = gelz). 

(6) 设 玉 是 天 LGJ]- 模 , 它 的 特征 标 是 xX. 叉 设 训 是 V 内 

A[GJ]- 格 ,EM/mM 是 它 的 模 tm 的 化 ; 则 
KE 二 Xlo.. 

不 芒 设 局 是 阶 与 p 互 案 的 循环 群 ,由 命题 1.15 ,gs 与 M 的 取 
法 无 关 , 因 此 可 设 村 是 由 特征 向 量 张 成 的 , 这 时 ,显然 有 吕 是 六 
在 Gg 上 的 限制 . 

(7) 设 PP 是 射影 [G1] 并 ;又 设 户 是 射影 4[G]- 模 使 得 已 = 
BP/mP, 用 Bp 表示 天 [LC]- 模 扩 694P 的 特征 标 . 车 已 是 另 一 个 
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[GJ]- 寞 ,由 命题 1, 6,ECO4P 是 射影 上 ELG]- 模 , 则 
| ， EC 时 ， 
其 余 情 形 . 

因此 我 们 可 以 写成 pgp 一 greBz; 盟 然 站 在 Ge 外 没有 定义 

因为 同 态 e : Pi(G) 一 Rx(G) 的 像 由 RxCG) 中 那些 其 特征 标 
在 pp- 闸 异 元素 上 为 零 的 六 [G1] 模 组 成 ,所 以 当 + 厨 Gs 时， 
Drop (7) =0. 由 C6) ,Dugr | 6 等 于 五 的 P 的 Brauer 特征 标 . 但 是 ， 
gple 就 是 PP 的 Brauer 特征 标 , 由 (4) 就 有 

Boar lo =E Tele.,. 
C8》 在 (7) 同 样 的 假设 下 ,有 


(PE = 1 BIge(z) = (Broge). 
IEG eg 


Dpr (rx) 一 


居然 (P,EX = 由 mjHomaro (五 ?一 dimHom: (P, FE)’, 
吾 =Hom(P ,EE) 是 射影 [GJ]- 模 . 如 果 吾 是 射影 4LG]- 模 使 得 二 
一 瑟 /m 五 ,那么 dimxHs 一 ranksH 一 dimx ( 尺 的 4 详 )5. 设 Bn 是 
KLGJ] 模 天 全 4 五 的 特征 标 , 则 
(P,E)i= (1,Bi)k 一 TD) 


但 是 作为 [G1]- 模 右 宇 P* OE5, 由 (7) 有 Bn 一 Bpqr, 于 是 就 得 到 
了 上 面 的 等 式 ， 
《9) 射影 [Gj]- 模 PP 的 局 不 动 点 组 成 的 关子 空 间 PS 的 维 数 
等 于 
1 
(1,Bp) = Gi 


定理 3. 2(Braver) 不 可 约 Brauer 特征 标 ge(EES) 的 集合 
成 为 Gs 上 必 - 慎 类 务 数 所 成 的 KK- 向 量 空间 的 基 . 
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证 明 首先 证 明 所 有 的 gCEE SW) 在 关上 是 线 性 无 关 的 ,如 
果 有 > ,as 名 一 0, 其 中 azEK 不 全 为 零 ,因为 民 可 以 看 作 4 的 分 
FEES, 


式 域 ,用 这 些 as 的 “公分 母 * 去 乘 这 个 关系 式 ,我 们 可 以 假定 所 有 
的 wzE A. 又 因为 4 中 非 可 道 元 被 m 的 生成 元 p 的 窒 除 尽 ,; 用 p 
的 一 个 适当 的 蛤 次 来 除 这 个 关系 式 , 我 们 还 可 以 假 定 至 少 有 一 个 
az, 专人 m. 通过 模 tw 约 化 ,有 

> oF FET) = 0,， 工 所 Cs。 


其 中 至 少 一 个 系数 zs, 关 0. 由 (5), 对 所 有 的 yEG 有 
之 aetrf paly)} = 0. 
BES 


这 就 是 说 ,Se 中 单 *[GJ]- 模 的 -特征 标的 集合 在 上 线性 相关 ,但 
这 是 不 可 能 的 (参考 [CR2] 的 p. 423 与 p. 419 或 [Sj] 的 p.150). 因 
此 所 有 的 getEE Sn) 在 天 上 线性 无 关 . 

其 次 证 明 pr.《EE SD 生成 Ge 上 天- 值 类 吗 数 所 成 的 多- 向量 
空间 , 设 了 是 Ce 上 下- 值 类 函数 , 它 可 以 扩充 为 G 上 的 天 - 值 类 示 
数 户 (例如 ,只 要 念 六 Cx 一) XEGew 及 让 (y) 一 0,y 夸 Grew 即 
可 ). 但 是 ,xzCZESe) 是 全 上 攻 - 值 类 函数 所 成 的 太 - 向 其 空间 的 
基 , 所 以 疡 = 人 BX Bz E 丽 . 于 是 


了 一 之 ， BXz 一 >) 了 > Prd gape, 


这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 1 

现在 ,下 面 的 三 个 推论 就 或 为 显然 的 了 . 

推论 3.3 设 请 与 是 琴 个 [G1 模 使 得 gr 一 gy,, 则 在 
RiCG) 中 有 [Fj] 二 LF'J .又 若 F 与 扩 基 半 单 的 , 则 F 空 Fr. | 

推论 3. 4 分 和 解 同 态 a: Rx(G) 一 Ri(G) 的 核 Ker 4 = 
{xERr(G)|z 的 虚 特 征 标 Xx, 在 Ge 上 为 零 }.， 上 

推论 3.5 单亲 GJ- 模 的 同 构 类 的 数目 等 于 GG 的 -正则 元 素 
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的 共 二 类 的 数目 1 
从 Braner 特征 标的 角度 来 考察 Cartan-Brauer 三 前 形 ,可 以 
对 Cartan 同 态 与 分 解 同 态 作 出 新 的 解释 . 
如 果 用 Rx(Go) 来 表示 Gwe 上 天- 值 类 函数 所 成 的 外- 向量 空 
间 , 那 么 x > 外: 给 出 了 天 CzxRr(G) 到 Fx (Gn) 上 的 向 量 空间 同 
构 , 其 中 xE 太 的 zRx(G). 又 由 上 2 的 基本 性 质 (4) 与 (5) ,映射 
开罗 ec: 开罗:PG) + K RRO) 
把 天 的 Pi(G) 同 构 地 映 到 G 上 下- 值 类 函数 所 成 的 天- 向 量 空间 
FxfG) 的 一 个 子 空 间 上 ,这 个 子 空 间 是 由 那些 在 Ce 外 为 等 的 类 
栈 数 组 成 的 . 因此 ,Cartan-Brauer 三 谣 形 中 的 映射 
K Oe: KWP(G) — K HRG) 
与 
Kd :KWReG) 一 天 DRG) 
都 是 限制 映射 .但 是 天 Ge 是 包含 映射 ,由 5 2 基本 性 质 (6) ,天 GOc 
是 一 个 同 构 . 这 祥 得 到 了 下 面 的 交换 图 . 


人 上 下- 慎 装 函 数 ~ _ 
在 Go 外 为 堆 Ka Gm 上 二- 导 类 函数 
ee Kd 
G 上 此 - 佣 羔 函数 


对 ZESxr, 设 Xz 是 2 的 特征 标 .对 玉 ES4, 设 织 是 玉 的 
Brauer 特征 标 ,@z 是 互 的 射影 包 Ps 的 特征 标 . 则 有 


Xz 一 Ddgp,, 在 Ge 上， 
EES, 


Br = 了 ,ctszxz， 在 侣 上 :; 
zx 


Pz 一 ycreges 在 Grs 上 ， 
PesS, 


例 1 对 称 群 8, 的 Brauer 特征 标 . 
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由 于 5, 的 阶 为 4 二 2;X3, 我 们 将 分 别 对 p=2 及 p=3 两 种 
情况 计算 5, 的 Brauer 特征 标 . 

(1) pp 二 2 时 ,G 中 有 两 个 2- 正 则 元 素 的 共 辑 类 , 它 从 的 代表 
元 分 别 是 ; (1) 与 (1 2 3), 由 推论 3.5,G 有 两 个 特征 2 的 不 可 约 
缉 性 表示 ， 一 个 1 次 不 可 约 线 性 表示 是 单位 表示 , 它 的 Brauer 特 
征 标 是 gm , 另 一 个 2 次 不 可 约 线性 表示 是 5S, 的 2 次 不 可 约 线性 表 
示 的 模 2 约 化 , 它 的 Brauer 特征 标 是 8;. 于 是 有 下 表 ， 


tz} (1} (1 2 3) 


Ctr) 1 8 
旬 1 1 


星 2 一 ] 
回忆 一 下 第 二 章 3§ 2 例 3, 在 Gme 上 有 : 
Ni 
Xs 一 Ps 


Xs = XK: = Pi Pes 


bh 1 0 1 1] 人 ?] 
Do ， 世 二 DDT = , 
00111 2 3 


如 果 用 更 与 旬 ; 分 别 表示 对 应 于 gp 与 8 的 射影 不 可 分 解 模 的 特 
征 标 ,那么 在 G 上 有 

二 十 太 十 入 十 计 :， 

本 一 如 十 入 十 多 


因此 


在 Ges 上 有 
一 = 48; 十 29;. 
®, = 2 + 39,, 

《2) 六 一 3 时 ,G 中 有 4 个 3- 正则 元 素 的 共 簿 类 ,它们 的 代表 
元 分 别 是 ， (1),(1 2),(1234) 与 (1 2)(3 4), 因 此 有 4 个 特征 3 
的 不 可 约 线性 表示 , 易 见 % ,XX 与 Xs 对 应 的 不 可 约 线性 表示 的 
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模 3 约 化 仍然 是 不 可 约 的 ,它们 的 Brauer 特征 标 分 别 是 Pryyszygs 
与 gr. 于 是 有 下 表 ， 


《12 (1 2) ll 2234 [C1 2) (3 4) 


G(r) 
ce{x) 1 6 6 3 
有 1 1 1 1 
次 1 —1 一 1 1 
D2 3 1 一 1 一 | 
物 3 一 了 1 一 1 
因为 在 Ges 上 有 入 一 十 Pa 所 以 
1 0 1 0 9 
p= gd 1 10 0 , 
0 0 0 1 09 
0 0 0 1 
2 1 0 9 
C= DD' C= 1! ?90 ， 
0 9 1 0 
0 0 1 
如 果 用 中, ,8 与 史 , 分 别 表示 对 应 于 gs 名, 吕 与 如 的 射影 不 可 
分 解 模 的 特征 标 ,那么 在 G 上 有 
1 二 N+ Ns, 
P= Xs 二 Nat 
:=X 
$, = %s. 


最 后 ,我们 讨论 Brauer 特征 标的 正 交 关系 . 设 Z1,"… ,Zi 是 单 

下 [GJ- 模 同 构 类 的 代表 元 集 , 它 们 的 特征 标 分 别 是 为 ，…，* 阅 ,次数 

分 别 是 1 ss Phe 又 设 = {1},;&,, ,区 ,是 如 的 共 恩 类 ,其 中 

多 1,*", 蕊 , 是 pp- 正 则 元 素 的 共 示 类 ,到 ,… ,五 是 单 XiG]- 模 的 辣 构 

类 的 懂 表 元 集 , 吕 ，…, 吕 分 别 是 它们 的 Braver 特征 标 ,Pe ，*… ,Pz 
120 


分 别 是 对 应 的 射影 不 可 分 解 上 GT 模 , 它 们 的 Brauer 特征 标 分 别 
是 加,… 各. 再 设 @@，…, 人 -是 射影 不 可 分 解 A[G] 模 使 得 Ps = 
人 ma 天 Qi 的 特征 标 是 B17 才 7, 关 此 Cartan 定 阵 C 与 分 
解 矩 阵 DD 分 别 是 
C = (0) ers 
DC= (da) ,re je 
记 gC@) 二 g(r) (类 似 的 ,下 (区 一 六 (zz) 和 (区 一 区 (z)) EG 


一 上 名 [全 ss 为 4 上 -Xr- 和 矩阵 ， 

一 (VSmjiswuer 为 4 上 -nxXxr- 和 矩阵 ， 
总 一 (Ga 为 4 上 天 X>- 上 矩阵 
于 是 ,由 Cartan 同 态 与 分 解 同 态 的 定义 有 

X=D'®, H=CG. 

由 于 { 互 ，…, 吾 :| 的 坟 特 征 标 在 直上 线性 无 关 , 根 据 定义 ,这 些 大 
特征 标 由 多 一 (HG@)))] 的 行 向 量 所 确定 ,因此 det( 画 ) 天 0 在 天 中 
成 立 , 即 det( 咱 ) 访 mm. 由 于 4 是 以 mn 为 其 唯一 极 太 理想 的 局 部 环 
且 47m 二 ;因此 det( 印 ) 是 A 中 可 逆 元 .又 根据 第 二 章 命题 2. 10， 
如 果 记 “一 |@ | ,1<sasp ,那么 


c _JGl 
2 WEIXE) = i 6， 
从 而 


SI 
心 


1 
KIX = IG! ca 


0 
是 对 角 和 矩阵 ,特别 有 det[ 下 " 芒 ) 闫 0. 但 是 


9 
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KEIN = SDD = Co, 
因此 det (0C) 关 0. 设 C1 二 (Yj) wijer 是 Cartan 矩阵 避 的 道 矩阵 ， 
叉 令 


Cs 
Cc Li Er | ra Lie 

于 是 了 一 XTX=GIC6. 这样 ,我 们 得 到 了 Brauer 特征 标的 下 述 关 
系 : 

Cr-1 = $yY-1®", 

了 一 GY HY' 一 SY @O, 

C= CEY-1H' 一 HY-H!, 
从 而 证 明了 


命题 3.6 1) Dp) PE) 一 [GlY;s 
上 二 1 
(2) Diag TED = [Gl 
FE 
(3) Dm DED = IGles. 1 
t=l 


[9 
命题 37 (1) $= Pd jr 
i=1 


(2) 对 每 个 如 奇异 元 素 yEG,B(y) 一 0; 
《3) {Bi; 儿 是 在 G 的 pp- 奇 异 元 素 处 取 值 为 零 的 下 -特征 
标 所 张 成 的 向 量 空间 的 一 个 整 基 . 
证 明 (1) 由 Brauer 特征 标的 性 质 56) , 甸 ;|s, 一 各 ;因此 
(LK®Q,],L2) « ={ [Pr, ],[2.]), 


={[Ps], DaLE]),= 
这 证 明了 (1). 
《2) 因为 
1 
(DB;) x - 1GI124 B(x Br) 
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但 基 直 命题 3. C3) 及 对 la 


1 
TY) Wr) 一 TT x) BCr). 
re * al 人 TI il 


比较 上 述 两 个 等 式 就 得 到 (2). 
《3) 只 要 证 明 任意 的 在 如 奇异 元 素 处 到 值 为 零 的 天 -特征 标 
可 以 写成 { 吓 ，…, 定 .} 的 整 系数 线性 组 合 . 设 


f= Sag, # 


其 中 系数 a1,*…,a; 待定 . 因为 


CE) 一 PE,) 一 Da ), 1 jr 
1= t=1 


是 关于 未 知 元 ae 的 + 元 线性 方程 组 , 它 的 系数 矩阵 是 
EN)=H=C, 

这 是 一 个 可 道 阵 ,因此 可 以 解 出 qi, sai; 从 而 必须 证 明 a1,'… ,a 

2. 由 命题 3. 6, 百 -一 7 一:! 画 7, 所 以 


a 一 > Ef) RE). 
但 是 分 解 同 态 4 是 满 同 态 , 我 们 有 
RG) 一 Pm, ZED )， 
其 中 msEEZ. 由 于 了 在 二 奇异 元 素 处 到 值 为 因此 


Ga -5 ) Pima TG, 
一 2m SD 2 EE we | 
=] J=1 
一 SmaCXis fg 全 工 ， 
点 =1 
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这 证 明了 (3). 1 
习 题 


1， 分 别 就 p= 二 2,p 二 3 与 p 二 5 三 种 情况 ,计算 交错 群 4; 的 
Brauer 特征 标 表 ,分 解 矩 阵 D 及 Cartan 千 阵 忆 . 

2， 决 定 有 限 Abel 群 G 的 单 [G1] 模 的 Brauer 特征 标 表 . 

3， 设 日 AG 是 群 G 的 子 群 .是 &[HT 模 ,EE=IndwF, 证 明 


ge(X) 二 可 I 2 Ply ry), 工区 Gee. 
{五 | JE 人 


lr 


$4 ALGJ 的 决 


设 ( 天 ,4, 8 是 一 个 p- 模 系统 , 即 天 是 代数 数 域 的 p-adic 完 
备 化 ,相应 的 离散 赋值 环 4 关于 p-adic 拓扑 是 完备 的 ,mm 是 4 的 
唯一 的 极 大 理想 ,& 一 4/ 是 剩余 类 域 . 我 们 还 很 定 天 包含 全 部 
m 次 单位 根 ,这 里 mr 是 G 中 元 素 的 阶 的 最 小 公 售 数 . 

回忆 起 群 代数 [Gj 的 一 个 非 零 元 素 f 称 为 办 等 元 ,如 果 户 
一 了 .又 设 了 与 六 是 k[G] 中 两 个 备 等 元 ,车 /一 六 f 二 0, 则 称 了 
与 广 为 正 交加 等 元 . 一 个 笑 等 元 了 不 能 写成 两 个 正 交 大 等 元 的 和 
时 ,就 称 为 本 原 需 等 元 . 类 似 的 ,可 以 考 串 群 代数 4[CJ] 的 宕 等 元 ， 
正 交 医 等 元 与 本 原 医 等 元 . 

由 于 群 代 数 &LC] 满 足 关 于 堪 理 想 的 降 链 条 件 ,&LC] 可 己 分 
解 成 不 可 分 矫 的 双边 理想 的 直 和 : 

下 [C] = B,D-… 人 OB. 

另 一 方面 , 设 5 一 1Els…* ,上 E,} 是 单 k[GT 上 模 的 同 构 类 的 代表 
元 集 , 则 [GJ 可 以 分 解 成 不 可 分 解 左 理想 ( 即 射 影 不 可 分 解 £[GJ 
模 ) 的 直 和 , 即 

ALG] = KEGJf BD BAG BEG DB BELGI, 
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其 中 下 LGJ 广 ,LGA 是 互 不 同 构 的 完全 集 ,使 得 

Pr = EG, E;= kLG]f/rad kLGIfs, 1 Ei&r 
并 且 RTGJ 与 [GJ]fi 国 攀 当 且 权 当 [GJfi/rad 4[G]/ 与 
ELG] Prad [GJF; 同 构 . 

易 见 [G1 中 一 个 左 理 想 &[G1F 是 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 地 是 
一 个 本 原 每 等 元 ,Ps 的 合成 列 中 有 合成 因子 局 构 于 吾 ; 的 充分 必 
要 条 件 是 多 EG] 方 关 0( 例 如 参考 [CR1]p. 369、p. 373 及 LCR3] 
p. 411). 

定义 4.1 由 本 原 午 等 元 了 与 广 生 成 的 两 个 射影 不 可 分 解 模 
kL[GJf 与 &LG] 户 是 连结 的 ,如 果 存 在 本 藉 洁 等 元 的 序列 7 一 万 ， 
太一 六 ,使 得 对 每 个 妆 ETG] 扩 与 碟 GAN 有 公共 的 合成 因子 . 
两 个 本 原 宕 等 元 了 与 广 是 连结 的 ,如 果 [G]f 与 GJ 产 是 连结 
的 .这 是 一 个 等 价 关系 , 它 把 射影 不 可 分 解 上 LG 于 模 的 集合 分 成 有 
限 个 等 价 类 . 属于 同一 个 等 价 类 的 射影 不 可 分 解 模 的 和 称 为 ELG] 
的 块 ,或 称 为 安 的 王 块 . 两 个 不 可 约 &[LG]J 寞 五 与 到 属于 同一 个 
块 ,如 果 它 们 都 是 这 个 块 的 合成 因子 . 特别 ,平凡 模 所 在 的 沁 称 为 
大 [GJ 的 主 块 . 

易 见 ,&[G] 的 块 是 不 可 分 解 的 双边 理想 ,每 个 直 和 项 B; 恰好 
是 [GG] 的 块 (例如 参考 LCR1jp. 378) ,于 是 有 

i=PB+++hB: BB;= BB = Bd,, 
BEB, B= kG 
{Bi,…… 1B.} 称 为 [LG] 的 块 团 等 元 ,或 称 为 正 交 中 心 署 等 元 . 显然 ， 
[G34 的 双边 理想 是 [Gj] 的 直 和 项 时 ,一 定 是 [Gj 的 抉 的 和 ， 
&LG] 的 中 心 客 等 元 是 块 竺 等 元 的 和 . 现在 设 BB 是 [G1 的 一 个 坪 ， 
8 是 对 应 的 块 暴 等 元 , 则 
B= 人 8LCJF，B8= > 
ER 


[ET1FC 号 
国 为 在 ; 尖 ) 时 BB; 一 0,; 所 以 有 [GJfFCB 当 且 仅 当 BE[G 0. 
命题 4. 2 设 e 是 ki61 中 的 一 个 等 等 元 , 则 存在 三 等 元 eE 
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4[GC] 使 得 e 在 典范 同 态 4LG]-~&LGJ 下 的 像 < 一 <, 并 且 eE&LG] 
是 本 原 笑 等 元 当 且 仅 当 ce€ 4[LG] 是 本 原 宕 等 元 . 

证 明 考虑 ZLX] 中 恒等式 
1 = 《大 十 (1 一 羽 )7)2m 一 2) — x», 好 一 ] 2， 


了 一作 
记 


a | 了 
AGO = 了 | ea — XY € Z[X]， 


则 多 项 式 /,(X) 满 足下 述 条 件 : 

《1) fC(X)=0( mod KX") ,f(X)=1{ mod (XK—1)").: 

(2) (fCXY) Tf AI mod AX"(1—X)")} 

(3) fCX)S=f, 1K) (mod KCR—1)™1); 

(4) F(XIX( mod (KX—X)). 

取 aEA[G] 使 得 &==e;y 则 a 一 a 二 et 一 = 二 0; 即 a: 一 a Em[G]， 
因此 当 nn 之 2 时 ,由 (3) 有 

Fla) = fa) mod miLG]). 

因为 是 代数 数 域 的 p-adic 完备 化 ,对 应 的 离散 赋值 环 4 关于 
p-adic 拓扑 是 完备 的 ,所 以 lim Pa) 一 在 4[G] 中 存在 ,并 且 (2) 
表明 e 是 个 午 等 元 ,(4) 表 明 ce 二 al med m[G]) ,于 是 =a4=&. 

显然 ,e 是 本 原 才 等 元 时 ,e 也 是 本 原 篆 等 元 . 假定 :不 基本 原 
筹 等 元 ,那么 存在 正 交 窒 等 元 & ,es€ kLG] 使 得 

Es Ei 二 £2, 
取 aEAL[Gj] 使 得 a=#, 再 令 5=eae;y 则 jl5=2 &aE=~& 有 Hbe=eb= 
5. 如 前 所 证 ,lim 六 全 ) =e 在 4LG] 中 存在 ,并 且 
21 ==8=e, ee 一 eel 一 el 

记 ez=e 一 ety 则 二 ez 关 0 且 eez 一 ezel 一 0 从 而 eE4LG] 也 不 是 
本 原 圭 等 元 ， 1 

设 区 LCs 是 避 的 共 办 类 , 令 
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€; 一 > xz， 


则 {el *…* ., am} 分别 是 群 代 数 的 中 心 Z(KLGD, ZCALGD) 
及 ZELG]) 的 KK- 基 ， 4- 基 及 大 基 . 于 是 存在 典范 的 满 同 态 


ZC4[G] - 20LGD : Da Da ,其 中 每 个 E44,6:Eh 
是 a 在 典范 同 术 4 一 A/m 下 的 像 . 如 果 e 是 [Gj 的 一 个 中 
心智 等 元 , 即 s 是 ZELG]) 的 一 个 才 等 元 ,那么 可 以 在 Z44LGJ) 
中 选取 a 使 得 前 症 4. 2 中 构造 的 堵 等 元 eEZ64LG]) 是 一 个 中 心 
特等 元 .我们 还 可 以 证 明 这 样 构 造 的 中 心 笑 等 元 是 唯一 的 . 设 若 不 
然 ,wE2Z(C4TG]) 是 另 一 个 中 心 圭 等 元 使 得 一 s, 则 eli 一 e') 各 
ef 一) 都 是 4[Gj 的 中 心 短 等 元 ,并 有 晶 e (1 一 e') 一 e' (一 e)》 一 0, 因 
此 eQ1 一 ey 和 ee (1 一 e) 都 在 m[G] 中 ;从 而 痢 在 mm*[G](n 二 1,2， 
:中 .于 是 et 一 e')= 二 el (1 一 e) 一 0; 妈 e 一 e'， 

这 样 ,我 们 可 以 在 ALGJ 中 找到 唯一 确定 的 中 心 本 原 塞 等 元 
如， 使 得 

i= = = dj, b= Pd, = Bp., 

并 且 


A[G] = AL[Gh ® BD ALGY, 

纵 出 了 有 A[0G] 的 不 可 分 解 双 边 理 想 的 分 解 ,每 个 A[G15; 是 不 可 分 
解 的 双边 理想 ,并且 4LG] 的 这 个 分 解 是 唯一 的 . 

设 iZ,,-… ,2Z4} 是 单 K[GJ- 模 的 同 构 类 的 代表 元 集 , 则 每 个 Z 
在 某 个 直 和 项 [Gj 中 . 如 果 ZCKLGj5, 那 么 5 在 Z: 上 相当 
于 恒 等 贞 射 ,从 而 8, 在 Z,==2i/m2Z; 上 也 相当 于 异 等 映射 . 特别 .有 8， 
在 2; 的 每 个 6G 合成 因子 EK, 上 相当 于 恒 等 映 射 , 这 里 我 们 把 单 
五 [GJ 寞 己 的 4LG]- 格 仍 记 作 Zi, 因为 kL[GjfiCBj 当 和 且 仅 当 
BRLGJF 尖 0 所 以 Pz 忆 B. 这 时 我 们 说 瑟 属 于 B,, 也 说 Zi 属于 
至 , ,分别 记 作 EE BB 或 ZEB;. 

把 前 面 所 证 明 的 结果 归纳 起 来 ,得 到 
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定理 43 (1) 模 约 化 定义 了 满 同 态 Z(4LG]) 一 - 
Z(k[GJ) ,在 这 个 同 态 下 5 一 & 一 Tsai<9) 给 出 A[G] 的 抉 里 等 
元 集合 与 [Gj] 的 块 短 等 元 集合 之 间 的 双 射 ， 

(2) [GJ 中 每 个 块 B. 一 kLGJP: 是 不 可 分 解 双边 理想 , 它 是 属 
于 同一 个 连结 类 的 射影 不 可 分 解 X[G]- 模 的 直 和 . 于 是 ,两 个 射影 
不 可 分 解 [GJ- 模 是 连结 的 当 且 仅 当 它们 属于 G 的 同一 个 p- 块 ， 
并 且 [GJ 的 任意 两 个 块 都 没有 公共 的 合成 因子 ， 

(3) 设 (2Z1,… Zh} 是 单 居 [GJ- 模 同 构 类 的 代表 元 集 , 对 每 个 
Zi(1<S8iSA) 存 在 [EG] 的 块 B; 使 得 Z; 的 全 部 &LG]- 合 成 因子 属 
于 B,, | 

利用 G 的 分 块 ,可 以 重 排 6 的 常 特征 标 表 和 Brauer 特征 标 
表 ,使 得 对 应 的 分 解 眠 阵 与 Cartan 算 阵 C 是 分 块 对 角 和 矩阵 . 

设 X 是 环 [G] 的 不 可 约 线 性 表示 的 特征 标 , 由 第 二 章 8 3 可 以 
定义 一 个 天 -代数 同 态 

w!: Z(KEG]) — K, 
对 每 个 一 Za TT € ZKLG]) 有 


wu) 一 二 yw(z)X(z)， 
nn 工 志 站 


其 中 “是 不 可 约 特 征 标 XY 的 次 数 ,并 且 把 w 称 为 K[G] 的 中 心 特 
征 标 , 由 第 二 章 推论 3,7 ,wie EA (si 因此 wo 也 定义 了 
一 个 4- 线 性 上 映射 
w: ZLA[G]) — A, 
所 而 定 交 了 一 个 线性 映射 
wi ZELG]) — E, 
使 得 
wei) 一 we) 一 DC), 1 < 妇 ; 二天 


EE 
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他 一 cpaei 
其 中 ca 等 于 集合 1 |zEEyEGEiryEGi 所 含 元 素 的 个 
数 , 并 且 


内 
wedwle) = Dcinvler), 
二 二 1 


下 
wpe;) 一 Dem er) 3 
k=1 


因此 部 是 一 个 到 代数 同 态 ,也 称 为 上 LG] 的 中 心 特征 标 , 对 于 GG 的 
每 个 p- 块 B;, 定 义 X[G] 的 中 心 特征 标 加 :ZC[G]) 一 使 得 
plB) = 6 tj= 1,s, 
进一步 的 细节 可 参考 [TCR3]p, 416 与 p. 418. 现在 设 XX 对 应 的 单 
下 [GJ- 模 是 Z,B; 一 kLG]PB: 是 [GJ] 的 块 , 则 2Z 属于 B. 当 且 仅 当 名 
在 2 上 相当 于 恒 等 晓 射 ,这 等 价 于 
wb) = 1 gb) 一 0， 了 天 也 

这 样 我 们 已 经 证 明了 下 述 命题 的 第 一 部 分 . 

命题 44 设 Z 与 Z' 是 两 个 单 K[LG] 模 ,w 与 w' 是 对 应 的 
并 1G] 的 中 心 特 征 标 , 则 之 与 2 属于 上 LGCJ 的 同一 顽 的 充分 必要 荣 
件 是 名 = 如, 又 设 X 与 是 Z 与 Z' 的 特征 标 , 则 2 与 2' 属 于 [G] 
的 同一 块 的 充分 必要 条 件 是 对 于 G 的 每 个 共 辑 类 & 及 某 个 xE€ 
东 , 有 


| 人 YXCz) _ I&IX Cr) 
Xl (1) 

证 明 为 了 证 明 命 题 的 第 二 部 分 ,只 要 用 第 二 章 命题 3. 3 就 

可 以 了 ， 1 
设 S54= {2Z ,24) 是 单 玉 [GJ- 模 同 构 类 的 代表 元 集 , 它 们 的 
. 特征 标 分 别 是 {Xi ，… :六 } :使 得 最 前 面 的 六 1 个 属于 块 Bi; 其 次 的 
zs 个 属于 块 B,… ,最 后 的 zz; 个 属于 块 B,, 并 且 设 % 是 单位 表示 
的 特征 标 . 又 设 5, 二 {EE ,… ,EE,} 是 单 k[Gj]- 模 的 同 构 类 的 代表 元 
集 , 它 们 的 Brauer 特征 标 分 别 是 {gh ,… ,88),{Pe PE 是 射影 
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(mod m), 


不 可 分 解 有 -GJ]- 模 的 集合 ,它们 的 Brauer 特征 标 分 别 是 {有 ，…， 
有 } ,对 任 章 的 块 宕 等 元 PEk[G],BPs 关 0 当 且 仅 当 Bb: 隆 0; 所 以 
单 [G1- 模 集合 5 与 射影 不 可 分 解 X[G]- 模 的 集合 {Ps ,…,Ps， 
的 编排 次 序 是 一 致 的. 设 最 前 面 的 % 个 射影 不 可 分 解 [GJ- 模 是 
加 的 直 和 项 :其 次 的 Ya 个 是 B, 的 直 和 项 ,… ;最 后 的 3 个 是 B; 
的 直 和 和 项 . 

当 Zj€E B; 时 ,8 是 Bi 对 应 的 块 短 等 元 , 考 虚 Zi 的 4ALG]- 格 
Misbi 在 Mj; 上 相当 于 恒 等 映 射 ,从 而 Bi 在 好; 上 相当 于 便 等 映 
射 ,于 是 MM; 的 全 部 合成 因子 属于 Bi 回忆 一 下 

ad: Rx) — RG) 
是 分 解 同 态 , 它 定 义 为 


d{ [2,1) = Dds[E,]. 


根据 我 们 的 编 序 方法 有 
by? 


1 并] 
D2} 
ToT 
D= (ds) Le, 和 。 + 
1 - 


Ds 
其 中 Dx 是 yi Xi- 答 阵 ， li 由 于 C=DE= DD’, 因此 
Cartan 算 阵 C 也 是 分 块 对 角 算 阵 ， 


11 
人 


be 
CD 


Cc 一 中 并 加 


Cy 
其 中 忆 %, 是 yXye 窍 阵 , 并 征 C 3 =D?( D7) 1s<i<s. 
Ea 
1. 设 BR[G]8 是 G 的 一 个 p- 块 ,5 是 ALG] 中 对 应 的 正 交 
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中 心 瞪 等 元 . 证明 : 总 可 以 写成 第 二 章 8$ 3 习题 1 所 定义 的 天 [C] 
的 中 心 宕 等 元 的 和 和, 即 


一 Dp = > TOT ez. 
EB 


EB rEG 


2. 设 @， 和 他， 是 G 的 共 特 类， 定 习 


ef 一 pa = Deore 1 < Ts 由 
EE, 


证 明 ， 非 负 整数 的 集合 lc} 满足 下 述 关 系 : 
C1) CnCm ; 


(2 Deseo |€,|; 
《3) 若 区 -一 ! rl zeEj) 一 Le, 则 co 一 ie 一 1 


(4) 当 训 之 hx 时,p|ci: 从 而 si2; 三 Sle amod mLG])， 
+=1 


$5 块 的 亏 数 与 亏 群 


同上 节 一 样 , 设 (K,A,#) 是 一 个 产 模 系统 ,并且 假定 天 包含 
全 部 m 次 单位 根 ,其 中 :mw 基 群 G 的 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍 数 . 对 GG 
的 每 个 p- 块 ,我 们 将 定义 一 个 非 负 整数 4, 称 为 这 个 块 的 亏 数 ,这 
是 由 Brauer-Nesbitt 首先 引入 的 , 它 刻画 了 p- 据 中 不 可 约 常 特征 
标的 次 数 与 抉 短 等 元 之 间 的 关系 , 然后 ,我 们 将 定义 一 个 p* 阶 子 
群 , 称 为 这 个 块 的 却 群 . 除非 男 外 说 明 ,我 们 保持 前 面 的 记号 不 变 ， 
设 m=dimxrZ = Xt mo dmk,— p(w dmbPz— 
1A 1 又 设 IG1= 二 pA (人 一 1, 则 CGI 的 产 adic 
赋值 vc1GH) = 二 a, 并 且 有 | 人 | 一 ra) 一 由 (Ba 人 ZE 二 0. 
定 鼠 51 的 户 块 吾 的 亏 数 是 -一 个 整数 
dj=a—min{v, ni) |Z:€ Bj}. 
13] 


由 第 二 章 推论 3.8 ,每 信 关 是 1G1 的 因子 ,因此 dj 守 0 是 非 负 
整数 . 人 们 自然 要 间 ,什么 时 候 已 的 p- 志 的 亏 数 为 零 , 什 么 时 局 
的 pp- 块 的 亏 数 最 高 , 即 4 一 a. 对 于 后 者 ,显然 G 的 包含 平凡 模 的 
主 块 是 一 个 亏 数 为 a 的 p- 块 . 

命题 5.2 设 8B; 是 避 的 一 个 亏 数 为 零 的 p 块 , 则 8B; 恰好 包 
含 一 个 单 天 [GJ]- 模 2Z, 一 个 单 kLGJ]- 模 FE 及 一 个 射影 不 可 分 解 . 
ELG]- 模 Pz, 并 且 在 Cartan 往 阵 局 与 分 解 第 阵 DD 中 对 应 的 

DP=(), Cn 一 (1)， 
证 明 设 Z 是 属于 下 ;的 单 天 [LG]- 模 ,由 第 二 章 $ 3 习题 1， 


一 zz EE KLG] 


是 对 应 的 中 心 短 等 元 ,其 中 x 是 Z 的 特征 标 .因为 B, 的 号 数 是 零 ， 
[#8 ==1, 所 以 gE 40G]. 由 本 章 $4 习题 1,2 是 仅 有 的 属于 
B; 的 单 K[C]- 模 . 

存在 射影 不 可 分 解 4[C] 将 Q, 它 的 机 m 约 化 是 Ps ,使 得 
是 KBuQ, 的 天 [G]- 直 和 项 , 设 天 GuQ, 的 特征 标 是 名 , 则 一 
ax'aEA 并且 9Q; 关 0; 从 而 gq = @:. 由 命题 3.7(2) ,名 在 GG 的 
p- 奇 异 元 素 处 的 值 为 等 ,从 而 x 也 在 G 的 p- 奇 异 元 素 处 的 值 为 


零 . 但 是 由 命题 3. 7(3) ,X= ZaiBn a sa EZ, 因此 种, 一 24YX 一 
aaj 名, 从 而 X= 名 ,于 是 
=1 


44EG] = QB BOE, RG]= PsO%DPs, 
因为 B= 二 9#LG] 只 包含 一 个 射影 不 可 分 解 [GjJ- 模 Pa, 所 以 B; 只 
包含 一 个 单 xCG]- 模 五 ， 

由 于 [2] 二 [KaQ], 由 命题 3.7(1), XY 二 B= > i, 设 


Z=2, 则 dd 一 1d 一 0,mm 关 L. 因为 块 B; 只 含 一 个 单 ATG1 模 ， 所 
以 在 分 解 什 阵 DD 中 ,对 应 的 一 (1) ;从 而 C=(1) ,并 且 Ps 是 
132 


一 个 单 &LG]- 模 , 即 Pe—E. | . 

由 此 可 见 , 亏 数 为 零 的 p- 块 B; 所 舍 的 那个 唯一 移 单 [GJ- 
模 Z, 单 &LG]- 模 五 , 与 射影 不 可 分 解 &LG]- 模 Ps 的 维 数 是 相等 
的 , 即 

dimxz 一 dim,E: 一 dimPs,. 

我 们 还 可 以 用 单 [Gj]- 模 的 维 数 来 描述 块 的 亏 数 . 

命题 5.3 群 G 的 pp- 块 B; 的 亏 数 d=a 一 min{v,tmi) :EE 
Bj}. 

证 明 因为 C 一 DDT ,det(C) 了 0, 所 以 窍 阵 也 的 秩 是 +, 从 而 
DD 的 秩 是 yj 但 是 

入 |e = > dp， 1 1 
设 2 人 ;Py 所 Bj;, 则 对 每 个 二 和 Cs 有 
(Xa Ce) ys Ki CT)) = (P(r) py (x) ) DD, 
从 而 
{nar sje) 一 (map sm DT, 
于 是 我 们 得 到 (na,… ,njs) 的 最 大 公 因 子 的 p-adic 赋值 等 于 
Un mi) 的 最 大公 因子 的 p-adic 赋值 ,因此 
a 一 中 一 minfwtnr|ZiE B= mintym) 五 人 有 

我 们 定义 号 的 因 正 则 元 束 的 共 罗 类 E@; 的 亏 数 六 = 
a 一 (ci 其 中 cr 一 |@;| ,显然 总 是非 负 整数 . 设 xEGj,; 由 |G|= 
clZetx)|,， 有 名 二 wy(|Zekx)1), 于 是 可 以 定义 外 ;的 亏 群 是 Zctx) 
的 一 个 Sylow pp- 子 群 互 )， 

由 本 章 $ 4 习题 1,4[G] 的 中 心 守 等 元 5 可 以 写成 


EB 
A 


一 ) 161 | 和 (人 el 一 we 
百 了 
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其 中 


bi 一 > 二 TCT XG). 
#EB, 


当世 ,是 户 正 则 元 素 的 共 驾 类 时 ,由 于 
YE) 一 ya :FE ) 


Pn 后 
外 命题 3. 7(1), 有 
Wm 二 Dd ?irs 
ER, 
因此 


bi 一 >) ra A 一 > TE % ED). 


区 ER; EB, 
引 理 5.4 设 xEG 是 pp- 奇 异 元 素 ， yEG 是 p- 正 则 元 素 , 则 
人 2 {y) = 0. 


证 明 由 $3 及 第 二 章 命题 2.10C2), 有 
(HiT) TR 0, 
其 中 X==D' 西 , 介 是 可 省 矩阵 . 因此 
ACH ACOI 
由 于 万 一 diag(f DD ,…,D?) 是 分 块 对 角 秆 阵 , 我 们 有 
DXi)d = 0. 


办 三 瑟 ; 
两 万 同 陛 以 9(y) 并 对 所 有 使 Bp.E Bj; 的 m 求 和 ,有 
2 之 (TDdi9(y) = a (y=0. 1 


eB EB 
命题 $.5 (1)》 当 上 人 @ 是 户 -二 奇异 元 素 的 共 轮 类 时 ， bi=0s 
(2) 当 G&, 是 pp- 正 则 元 素 的 共 绒 类 并 有 昌 其 亏 数 8.>dj 时 ,5 二 


iEB, 


{1), 为 了 证 明 52》 ,我 们 只 要 证 明 baEm, Ee Bi 时 ， 
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wler) 一 FX) E 4， 
并 且 
| 下 | = wm) 一 wkc (a — A) — (a— Hh) 
=8— qd,>0, 
因此 XEDEm, 但 是 DD 的 秩 是 yj;; 匀 = 二 品 人 多 ,所 以 当 psEBj 时 ， 
Pu(@,) En. 又 由 本 节 忆 题 1 区 | >>0, 因 此 1ETE4, 从 而 


Dy = Du mI Em | 
[O124, 


推论 5.6 LGJ 的 每 个 块 B; 包含 一 个 射影 不 可 分 解 £LGJ]- 
模 Ps 使 得 vv (ww) 二 a 

证 明 若 对 每 个 Ps €B; 有 www)>a; 则 v 证 >>0, 从 而 
对 每 个 p- 正 则 元 素 共 瑟 类 &, 有 可 一 0. 于 是 二 0, 这 是 不 可 能 
的 ， 和 

考虑 K[G] 的 中 心 特征 标 me(1 委 RAPD) ,由 于 

wb) = Dby wiler) = 之， | 之 ， 向 WED Xs) | ， 

{=1 


EE t=1 


由 第 二 章 定 理 2.4 及 命题 2.10. 有 
| 当 Z, E BB; 时 , 
0， 当 Z 入 吾 时 ， 


A 一 


从 而 由 命题 5. 5, 有 
1 ， 当 ZE 五 ;时 ， 


人 le = (» 当 志 操 Bj 时. 
对 G 的 每 个 p- 块 B;, 考 虚 &[G] 的 中 心 特征 标 ;ZE[GD Ek， 
由 于 ZiEB; 当 且 仅 当 咪 一 访 , 因 此 
~ 当 i 二 J 时 ， 
pi er =— 
es ， lo 当 i 关 了 时 . 
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及 而 zit B; 当 再 公 当 Ds, water) 一 1. 
定理 5.7 设 B; 是 G 的 亏 数 为 dj; 的 p- 块 使 得 B; 一 &LG]p;， 


则 
C1) GB) = DBs ple) = 1; 
t=1 
《2) 局 一 六 页 Crs 
有 
(3) 对 某 个 亏 数 为 4; 的 p- 正 则 元 素 共 思 类 &, 有 由 (Bnei) 关 
Q. 


Ah 

证 明 由 命题 5.5, 并 注意 到 有 一 之 25we1, 我 们 就 有 (2) 成 立 ， 
从 而 只 要 证 明 td; 时 ,Wier) =0. 取 ZEB; 使 得 ys CH) = a— di 
出 由 一 履 , 并 且 

wa) 一 EE). 
但 是 
wl 和] = yc) 一 由 人》 一 (一 由) Ca Ad) 
一 ad; 一 人 之 0， 

因此 wte Em, 即 Hiten) = (er) =0. | 

推论 5.8 单 K[GJ- 杭 2Z; 属 于 亏 数 为 4 的 pp 块 BB 的 充分 必 
要 条 件 是 ， 

C1) 只 要 B81<<d ,就 有 We) Em llrs 

《2) 对 某 个 亏 数 为 & 的 p- 正 则 元 素 共 思 类 ,wtle) 入 mn. 

证 明 用 定理 5.7. | 

最 后 我 们 讨论 群 好 的 p- 埃 的 亏 群 . 

定义 5.9 设 Bj 是 群 G 的 亏 数 为 dj 的 p- 卖 ,; 它 对 应 如 的 一 
个 亏 数 为 上 必 的 六 正则 元 素 共 轿 类 &, 使 得 Byyg(61) 关 0, 则 伟 , 的 所 
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群 就 称 为 p- 块 B; 的 号 凿 . 

因为 Sylow 定理 (第 一 章 定理 1, 14) 告 诉 我 们 ,Zc(x) 的 全 部 
Sylow 亡 子 群 是 互相 共 簿 的 ,并 且 当 开 与 了 在 G 中 共 轿 时 ,Zoe(x) 
与 Zetz') 也 是 互相 共 独 的 ,所 以 共 纱 类 人 @: 的 亏 群 Hi 在 共 堪 的 沁 
文 下 是 唯一 确定 的 . 但 是 , 群 如 的 每 个 p- 块 和 的 亏 群 在 共 红 的 意义 
下 是 唯一 确定 的 ,就 不 是 那么 显然 的 事情 了 . 

设 互 <G 是 群 G 的 子 群 ,我 们 先 讨 论 G 的 p- 块 与 No(H) 的 
户 - 块 之 间 的 关系 . 令 


ef 一 TT， 1 所 ?7 志 上， 
ze 全 六 260F 


并 日 定 义 
ZLGD' 一 对 ic. 
由 率 节 习题 3,ZCLG])' 是 ZENct 恕 )]) 的 于 环 , 并 且 一 e' 定 
义 了 于 -代数 同 态 
ZLG] — ZRLG])', 
它 的 核 是 


了 一 口 )ie ， 
r=0 


使 得 
ZRLGD’ = ZELGD /AT. 
叉 设 
ALNeCH)] 二 六 从 -名 记 
使 得 于 一 上 LNVe( 瑟 )] 启 ,其 中 房 ,…, 记 是 &LNoeCED)] 的 抉 特等 元 ， 
令 画 ,… ,于 是 二 线性 映射 
ZigELNeCH)YIJ)— & 
使 得 
Sl 局 ) = 17 = st 
注意 到 在 同 态 ZC&[G]D->2Z2 [GIY 下 ,LG] 的 中 心 知 等 元 应 
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的 像 上 可 能 等 于 零 ,但 是 非 零 的 由 是 Z(&LNeCED]) 的 中 心 每 等 
元 ,它们 两 两 正 交 ,可 以 唯一 地 写 或 某 些 房 的 和 . 这 时 ,我 们 说 局 
支 号 遍 , 记 作 记 < 必 B 或 吧 沁 局 . 因为 记 一 0 当 且 仅 当 ET, 所 以 
> 高 当 且 仅 当 现 ( 居 ) =1. 

引 理 5.10 遍 < 记 当 且 仅 当 多 (el) 一 上 (es 

证 明 若 儿 4e 和 一 由 (et 对 所 有 天 成 立 , 则 由 定理 5.7(1) 有 


二 8) 二 1, 从 而 上 < 过 BB, 反 之 ,由 于 8: ZELG1)->k 可 通 
过 


ZGD > ZELG]) = ZOLG] AT -2 
来 定义 , 追 使 等 于 某 个 风 . 但 是 多 18 一 1. 因 此 
bP) = (p=1, 

从 而 1=i ,并 且 灿 (ej) 二 Let) 对 所 有 成 立 ， 1 

推论 5.11 所 二 0 当 且 仅 当 对 某 个 使 el ==0 的 共 因 类 ,有 
pe 0, 

证 明 车 诬 关 0, 则 半 疡 对 某 个 ;了 成立, 因此 只 要 el 一 0 就 
有 六 (er) 二 站 【 6) 一 0 反之, 若 房 一 0, 由 于 


bh 
a 一 Dj Bue! 一 j， 
{=1 
则 站 天 0 时 必 有 总 一 0. 因此 


并 且 
上 
1 一 站 08) = 之 2 的 (e)- 
i=) 


所 以 至 少 有 一 个 虽然 et 一 0 但 wile AO. | 
定理 5.12 设 Hi 是 块 B; 的 亏 群 , 则 二 隆 9 时 必 有 HH， 
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即 五 , 包 舍 在 五 , 的 共生 rszr :一 五。 内, 某 个 zECG- 

证 明 设 若 不 然 , 由 本 节 习 题 3, 改 一 0. 由 定理 5.703) ,由 (es) 
关 0. 又 由 推论 5.11, 房 一 0 并 有 上 且 当 了 关 9 时 必 有 5 二 0. 但 是 由 本 
节 习 题 3, 一 定 有 ei 关 0. 于 是 二 0, 这 是 一 个 牙 盾 ， 1 

推论 5.13 (1) 在 共 辆 的 意义 下 , 群 @ 的 广 块 的 亏 群 是 唯一 
的 ; 

(2) 设 态 ; 是 块 Bj 的 亏 群 , 则 


= 立 Buel 且 > 一 Bugpiler) 一 1s 


seh, Hh 


(3) 设 瑟 ; 是 块 Bj 的 亏 群 ,又 设 Bj 的 亏 数 是 dj;B; 是 亏 数 也 
为 十 的 丘 , 若 之 | Bgi(ei) 一 1, 则 i 一 


HrsH 
C4) 设 五 ; 是 抉 吾 ; 的 亏 群 , 则 ble) FONH HEH L 
我 们 把 证 明和 作 为 练习 留 给 读者 ,读者 也 可 以 参考 [CR1 jp. 623 
~ 625. 


习 题 


1. 设 wi 是 射 影 不 可 分 解 [G1] 模 Ps 的 维 数 ,证 明 , ww; 是 
的 倍数 ,从 而 yptw) 守 a=vp (GD) ,1 和 rr 

2. 设 瑞 ; 是 共 枉 类 @, 的 气 群 , 咏 ,是 共 罗 类 人 的 亏 群 .记号 
HC-H; 表示 吾 : 包 会 在 态 ; 的 某 个 共 斩 xz 五 jz 一 一 五; 内 ,zxEC. 
证 明 


= > Cnetmod mLGJ). 
3. 设 互 是 @G 的 户 子 群 ， mc( 五 ) 是 瑟 的 正规 化 子 ,Zc( 互 ) 是 
吾 的 中 心 化 子 .定义 


| >, EE 芒 : 当世 ,和 门 Zc( 恕 ) 关 们 时 ， 
C5 


一 rEE ZH 


D0, 当 G, 们 Zo( 恕 ) 二 说 时 ， 
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证 明 ，(1) 当 zEZoCH),yE Nc(H) 时 ,y 1!xyE ZoelH), 从 而 子 
群 的 积 互 Ze( 是 We) 的 正规 子 群 ; 

《2) 总 天 0 当 且 仅 当 HCHi; 

(3》 当 五 是 共 思 类 ;的 亏 群 时 ,e! 关 03 


h 
C4) ete’ = D> cnetimod mLG]): 
El 


《5) &, 门 Ze( 妨 ) 是 Ne( 玉 ) 中 共 绒 类 的 并 集 , 从 而 e; 在 群 代数 
kENe CHD)] 的 中 心 内 ;特别 ; 当 瑟 是 共 轿 类 &, 的 亏 群 时 ,&, 门 
Zc( 妨 ) 恰 好 是 Ne( 瑟 ) 中 的 一 个 共 示 类 ， 

.4， 设 Z; 是 一 个 单 玉 LGJ]- 模 ,上 是 相应 的 中 心 特征 标 , 又 设 
B; 是 避 的 一 个 pp 块 ,y; 是 相应 的 中 心 特征 标 , 证 明 ，Z;& B; 当 且 
仅 当 w= pi 

5， 证 明 推 论 5. 13. 

6 设 w: ZC(K[G]}->KK 是 不 [Gj] 的 一 个 中 心 特征 标 , 对 应 
的 不 可 约 外 -特征 标 是 Xx, 则 x 属于 主 块 的 充分 必要 条 件 是 

we | | (mod p) TS 
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第 四 章 ”拓扑 群 及 其 线性 表示 


我 们 已 经 介绍 了 有 限 群 的 常 表示 与 模 表 示 的 基本 内 容 ,考虑 
到 不 同 背 景 的 读者 的 需要 ,我 们 将 简要 地 介绍 有 关 拓 扑 群 及 其 表 
示 理 论 的 必要 知识 , 本 章 要 求 读者 具有 基本 的 拓扑 学 知识 ,对 所 引 
用 的 拓扑 方面 的 内 容 ,我 们 将 在 附录 中 列 出 以 便 读 者 查阅 . 


1 拓扑 群 


赋予 一 个 群 基 种 拓扑 结构 ,就 形成 了 拓扑 群 的 概念 , 它 最 初 是 
研究 欧 氏 空间 上 连续 变换 的 群 引起 的 . 
定 头 1.1 设 G 是 一 个 拓扑 空间 ,; 同 于 GG 群 的 结构 ,使 得 群 的 
乘法 运算 | 
AiGXG0 
及 求 遂 运 算 
tt 
是 拓扑 空间 的 连续 映射 ,就 称 G 为 拓扑 群 . 
定 光 12 设 0G 与 G' 是 拓扑 群 ,车 群 间 态 
PG 
也 是 拓扑 空间 的 连续 映射 , 则 ?9 称 为 拓扑 群 的 同 态 , 若 wp 的 逆 映 射 
存在 且 也 是 拓扑 群 的 同 态 , 则 ? 称 为 拓扑 群 的 同 构 ， 
例 1 (1) 实数 域 足 与 复数 域 C 关于 加 法 和 通常 的 距离 拓扑 
是 拓扑 群 , 非 零 实 数 域 丸 "与 非 零 复数 域 C "关于 乘法 和 通常 的 下 
离 拓 扑 是 拓扑 群 . 
(2) 再 关于 向 其 加 法 和 工 离 拓扑 是 拓扑 群 . 
《3) 任意 一 个 群 恕 关于 离散 拓扑 是 拓扑 群 . 


(4) 平面 上 绕 定 点 0 的 旋转 x 所 组 成 的 群 C 是 一 个 拓扑 
群 ,其 中 x 表示 绕 定 点 O 按 道 时 针 方向 旋转 = 角 由 模 2x 确定 ,a 
ER. 

《5) 有理数 域 关于 加 法 和 p-adic 拓扑 是 拓扑 群 ,8 中 的 p- 
adie 拓扑 是 这 样 定义 的 ， 回 忆 起 < 一 "EQ, (mn, 记 ) 一 1, 定 义 
pz) 一 p "及 p(t0) 一 0, 使 名 是 必 上 p-adic 赋值 ,再 定义 距离 
dryy) 一 (zr 一 y) ,得 到 的 距离 拓扑 就 是 p-adic 拓扑 . 

(6) G 是 拓扑 群 ,G 的 子 群 妃 关于 子 空间 的 狂 导 拓扑 是 拓扑 
群 . 

(7) 复数 域 C 上 nnXn- 可 逆 算 阵 所 成 的 一 般 线性 群 GL CC) 
是 一 个 拓扑 群 . 类 但 的 ,GE.( 尼 ) 也 是 个 拓扑 群 ,并 且 它们 的 子 群 也 
都 是 拓扑 群 ,例如 

特殊 线性 群 SIR) = {AEGL,(R)|det(A) 一 1) 及 
SL tC)s 

正 交 群 OO,.(R)= {4AEGL, (RAATS=T} RR OC0), 

间 群 Spo(R)= {AEGLCR) ANAT—H}R 有 SoC) ,其 中 


二 一 | 下， 了 是 * 阶 单位 矩阵 


上 三 角 和 矩阵 所 成 的 子 群 召 。 CR) 与 B.CC}) 及 对 角 和 矩阵 所 成 的 子 
群 T,CR) 及 工 ,(C). 

《8) 复 平 面 上 单位 圆周 SICC' ,S!= 二 {zx||z | 二 1} 关 于 莱 法 
受 上 的 子 空间 拓扑 是 拓扑 群 . 

(9)》 在 四 维 空间 中 保持 二 次 型 x 十 yy 十 z? 一 不 变 的 线性 变 
换 全 体 所 成 的 群 叫 Lorentz 群 . 用 矩阵 形式 来 表示 的 话 , 这 个 群 与 
由 下 述 矩 阵 所 成 的 乘法 群 同 构 ， 

好 一 ‘LL = Ca TL = 工 -1 | ， 
其 中 
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一 1】 

例 ? (1) 设 吕 是 开关 于 加 法 和 通常 的 距离 拓扑 的 拓扑 群 ， 
G' 是 正 实数 中 关于 乘法 和 和 通常 的 距离 拓扑 的 拓扑 和 群 . 则 由 x me” 
定义 的 


FrR— ER 
是 拓扑 群 同 构 . 
(2) 由 站 es 一 cos 27X 十 isin 2rz 定义 的 
FP! RC 


8 sing 
(3) 由 | | | cos0 isin8 (9ER) 定 义 的 


sing cos 
Pi OR 5 
是 拓扑 群 同 构 . 
首先 介绍 拓扑 群 的 一 些 初等 性 质 . 
1. 设 aEG 是 任意 园 定 的 元 素 , 右 乘 映射 
7 FT XEG 
及 堪 和 滋 映射 
7 人 
是 拓扑 至 间 的 司 胚 . 
2.， 设 C 是 拓扑 群 ,4 与 召 是 如 的 子 集 ,aEG, 若 记 
AB= labla € A E B}, 
4 1 一 {ae la € A}, 
则 . 
《1) 4 是 开 集 (或 闭 集 ) 时 ,Aa,a4 与 4 也 是 开 集 (或 闭 
集 )， 
(2) A 是 浅 集 而 B 是 有 限 集 时 ,48 与 BA4 是 闭 集 ; 
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《3) 4 是 开 集 时 ,4 与 84 是 开 集 ， 
《4) 4 与 B 是 紧 致 集 时 ,4B 是 紧 致 集 . 
注意 到 rays 与 : 旺 拓 掉 空 间 的 同 胚 , 4B 一 Ua 与 BA 


= sa; 以 及 AB 一 pC4XB), 当 A 与 8B 是 紧 致 集 时 ,AXB 是 G 


xG 的 紧 致 子 集 ， 这 些 事 实 表 上 明 人 性 质 2 成 立 . 

3. 拓扑 群 G 是 章 性 的 , 即 对 任意 的 x,y€EG; 丰 在 的 同上 及 
把 z 映 到 y. 

易 见 右 绞 映射 +- ,或 左 恬 映 话 /一 ,把 < 映 为 y. 由 于 G 的 齐 
性 ,关于 局 的 局 部 性 质 只 要 对 某 个 元 素 验 证 就 够 了 ， 

要 在 G 上 定义 拓扑 ,只 要 确定 开 和 集 基 ,通常 是 用 避 的 恒 等 元 
素 1 的 完全 邻 域 组 来 构造 G 的 开 集 基 的 . 

命题 1.3 设 卫 是 拓扑 群 G 的 全 等 元 1 的 完全 邻 域 组 , 则 

{1) 对 于 U,VEZ' ,存在 WWEZE' 使 得 WCUNV; 

(2) 对 于 UEZE' ,存在 VEBE* 使 得 VV IC 

(3) 对 于 UEB* 及 xEU ,存在 VEZE' 使 得 VrCU; 

(4) 对 于 UEZE 及 rEG, 存 在 VEZ' 梧 得 x-'VxCU, 
反之 , 设 避 是 一 个 群 ,Z' 是 避 的 一 组 非 空子 集 的 集合 ,每 个 子 集 
都 含 醒 等 元 1, 并 且 马 " 满足 上 述 性 质 (i) 一 (4), 则 G 有 上 且 只 有 一 
种 拓扑 使 :成 为 G 的 覃 等 元 1 的 完全 邻 域 组 . 

证 明 《1) 因为 UNMVY 是 会 1 的 开 集 ,所 以 存在 WE€ES' 使 得 
WEUNY. 

(2)} 考虑 连续 映射 让 GXG— G(r,y)rrzy 1, 由 于 UD) 
蚌 上 GXG 中 开 集 , 且 Q,1)E€ 广 100D, 因 地 存在 ,BEE' 使 得 4X 
BCA1ODD. 由 (1), 存 在 VEB*,VCANB; 从 而 VxVCI: 
(OB VV CU. 

(3) 因为 Uz 是 会 1 的 开 集 ,所 以 存在 VEZ'’ 使 得 VC 己 
Ur lB 了 rc 

(4) 考虑 连续 观 射 f1G 一 Gy rrz lyz 出 于 广 ! 是 开 
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集 , 且 1€ 广 00), 因此 存在 VEZ'* 使 得 VCF10), 即 x 'VxC 
U. 

反之 ,只 要 证 明 

E= {VrlV ezeG 

是 G 的 开 集 基 使 得 G 成 为 拓扑 群 就 可 以 了 ,唯一 性 是 显然 的 . 

显然 G 一 (Vz. 设 Vr,UyE3 使 得 aEG 同 时 合 在 Vx 与 

VER” ， 
工 世 全 

Uy 中 ,要 证 明 存 在 了 fxE 卫 使 得 aE 全 >*CTz 门 本 ,其 中 世 ,Y, 丈 
EZ' ,ryrzEG,. 于 aEVzr)NUy, 有 a=vr=ny, 其 中 EU,vE 
VY. 和 由 (3 存在 U',V'E SF* 使 得 U'wCU,ViwCV. 于 是 Ua 一 U'ny 
CUy,Via=V ‘vrzCVz. 由 (1) 存 在 WWEZ' 使 得 玉 CU'NMV', 于 
是 WaCVYz 闪 Uy. 取 zx 二 a, 就 有 aEWzCVx 门 Uy. 这 表明 芋 是 G 
的 开 集 基 . 

接着 证 明 G 在 这 样 定义 的 拓扑 中 的 运算 是 连续 的 , 即 由 
Py:z) 二 yz "定义 的 运算 gi:GXG 一 G 是 连续 映射 .为 此 只 要 对 
每 个 VxE 证 明 yg lVr) 是 GXG 中 的 开 集 ， 设 yz 1 二 vx woE VY 
由 (3), 存 在 WE 3" 梧 得 V'vwCV. 叉 由 (2), 存 在 UE 3* 使 得 
UDCvV', 青 由 (4), 存 在 WEZE' 使 得 yz-1Wzy-!CCU, 人 队 而 
yz Wzy CU, 即 yz WCUT1yz 1 于 是 

(UVCWE) l= Uy WCUU ye! CV CTr | 

由 于 我 们 所 要 讨论 的 拓扑 群 都 是 Hausdorff 空间 ,首先 需要 
下 面 的 

命题 1.4 设 G 是 拓扑 群 ,5' 是 恒 等 元 1 的 完全 邻 域 组 , 则 
下 述 断 言 等 价 ， 

{1) 如是 Hausdorff 空间 ; 

(2) 对 角 线 映射 5; GG 一 GXG, rczyz) 是 闭 上 映射 ; 

《3) {人} 是 闭 集 ， 

《4) 车 :如 一 G 是 拓扑 群 之 间 的 连续 同 态 , 则 Kerf 是 万 的 
闭 集 ; 
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(86) 人 恒 等 元 1 的 一 切 邻 域 之 交 为 {1}. 

证 明 (1) 一 ~ (2) 设 了 是 G 中 半 集 ,要 证 明 5(Y)CGOXG 
是 闭 集 . 设 (z,y) 人 6(7), 则 或 者 x 关 y; 或 者 z= 二 yy 多 Y. 车 xXx 关 y; 存 
在 不 相交 的 开 集 4 与 B 使 得 x€ .4,yEB, 且 AXB 蚌 GxG 中 开 
集 . 因为 4 门 B 二 名 ;所 以 CAXBINE7)= 儿 .车 z= 二 y 世 Y; 则 在 
在 zx 的 邻 域 4 使 得 ANY= 名 ,从 而 (rx,y)EAXA, 昌 AXA 量 避 
xG 中 开 集 ,C4X A 站 807) 一 儿 . 于 是 807) 是 闭 集 . 

(2) 一 = (3) 由 于 人 是 闭 映 射 , 对 角 线 A 二 {1(z,x)|zEG} 是 
闭 集 , 因 此 对 和 角 线 在 GXG 中 补 集 是 开 集 . 令 4=G 一 {1} ,x 天 1, 则 
《z1) 和 4 从 而 存在 开 集 已 X7 使 得 (Cr 1)EEXTCGXG 一 点 ， 
于 是 BEmY7= 妆 , 即 zEC4 ,所 以 4 是 开 集 , 亦 即 11} 是 财 集 . 

(3) 一 一 (4) Kerf 一 广 '《1) ,但 :1} 是 闲 集 . 

(4) 一 = (5》 令 了 是 的 恒 等 映 射 , 则 Kerf 二 {1} 是 闭 集 ,从 
而 C 中 独 点 集 是 闭 集 . 若 xz 天 1, 则 一 {z} 是 含 1 的 开 集 ,从 而 存在 
VE 使 得 VCG 一 {zx}, 即 z 和 VV, 和 干 是 xz 世人 Y. 


VEE” 


(5) 一 = (6) 显然 ， 

(C6) 一 (1) 设 xyEC 且 zr 关 yy 则 xy 1! 关 1, 从 而 存在 恒 等 
元 1 的 邻 域 VY 使 得 xy 各 VY. 对 开 集 , 存 在 UEZE' 使 得 UUC 
VOUN {ry 下 一 作 , 夫 而 Uz 站 Uy 二 名 .但 是 Uz 与 Uy 分别 是 
工 与 ?的 邻 域 , 因 此 人 是 Hausdortt 空间 . 量 

设 互 是 拓扑 群 @ 的 子 集 , 若 互 晤 是 群 已 的 子 群 , 又 是 拓扑 空 
间 G 的 子 空间 ;, 则 是 拓扑 群 9 的 子 群 . 

命题 1.5 设 避 是 拓扑 群 , 则 

“1 避 的 每 个 开 子 群 一 定 是 闷 的 ,每 个 指数 有 限 的 闭 子 群 一 
定 是 开 的 ; 

(2) G 的 会 恒 等 苑 1 的 任 一 邻 域 的 子 群 一 定 是 开 的 . 

证 明 (1) 若 五 是 @G 的 开 子 群 , 则 对 每 个 zx 委 吾 ,z 刀 是 G 
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中 并 集 , 从 而 G 一 五 = x 是 开 集 ， 即 态 是 闭 的 , 叉 阁 末 是 G 


的 指数 有 限 的 闭 子 群 ， 则 对 每 个 < 入 及 ,zx 甩 是 G 中 闭 集 ， 从 而 
G 一 瑟 = 【xzH 是 闭 集 , 即 右 是 开 的 . 
EA 


(2) 设 吾 是 GG 的 子 群 且 包 含 查 等 元 1 的 一 个 令 域 V, 则 五 
二 V 昌 ,从 而 态 是 开 的 ， | 

考虑 左 陪 集 空间 GE 及 典范 映射 xx:C 一 GE ,碟子 GE 商 
拓扑 后 , 它 成 为 商 空间 . 特别 , 当 互 是 GG 的 正规 子 群 时 ,GH 关于 
商 拓 扑 是 一 个 拓扑 群 , 称 为 G 关于 五 的 商 群 ， 

命题 1.6 设 G 是 拓扑 群 ,是 的 子 群 , 则 

C1) 典范 揣 射 x: G->G\H 其 开 上 映射 ， 

(2) 五 是 开 于 群 当 且 仅 当 GN\H 有 高 散 拓扑 

(3》 当 五 是 正规 子 群 时 ,G/BH 也 是 拓扑 群 . 

证 明 {1) 设 VCG 是 开 集 ,因为 


x ixtV) = [|| xzH=VvH 
ET 
是 写 中 开 集 ,所 以 rt 是 GE 中 开 集 , 即 # 是 开 映 射 . 
《2》 因为 五 是 开 子 群 当 且 仅 当 每 个 陪 集 * 瑟 都 是 开 集 ,所 以 
豆 是 开 子 群 当 且 和 仅 当 GE 中 独 点 集 是 开 集 , 即 G\H 有 离散 折 
扑 ， 


(3) 考虑 变换 图 : 
GXG a G 
xx i 
C/IHXOIH —— 上 一 G/ 


因为 i 与 9 是 连续 的 ,其 中 Bt 一 -49 所 以 Pp* (XXAI—T?° 贸 
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是 连续 的 . 设 CG/H 是 开 集 , 则 (Cxrxny-1oF (是 GXG 
中 开 集 , 由 于 xxXzr 是 开 上 映射, 所 以 9g (CG/H XG/H 是 开 集 ， 
即 8 是 连续 映射 。 | 

命题 1.7 设 p: G 一 G' 是 拓 盾 群 的 开 连 续 映 射 ,N 一 Kery， 
则 存在 唯一 的 拓扑 群 同 构 p: G/N 一 Img, 并且 8g 一 9。x, 其 中 
Xx:C ~ G/N 是 上 典范 映射 . 

证 明 显然 ,作为 抽象 群 而 言 , 商 群 G/N 与 Img 同 构 , 并 且 
HAH 一 g(x TIzEGD ,时 此 在 99。r 轩 于 关 是 开 连 续 映 射 , 设 
UCImgp 是 开 集 , 则 1(0)=x-'i(F1(U)) 是 GG 中 开 和 集 , 从 而 
5 (UD 是 G/N 中 开 集 , 即 5 是 连续 的 . 又 因为 ?是 开 映射 , 设 让 是 
GAN 中 开 集 , 则 (VV) 是 G 中 开 集 ,从 而 gCV) 二 pl x"'(V)) 是 
Im 中 开 集 , 即 8 也 是 开 上 映射 ,于 是 wp 是 拓扑 群 同 构 .， 1 

由 此 可 见 ,拓扑 群 之 间 的 开 上 映射 是 群 同 态 概 念 的 自然 推广 . 我 
们 有 一 个 判别 连续 映射 g: G 一 G' 是 开 上 映射 的 简单 法 则 ， 对 避 的 
恒 等 元 1 的 每 一 个 邻 域 了 ,存在 G' 的 恒 等 元 1' 的 一 个 邻 域 V' 使 
得 pgcV) 必 V'(《 例 如 合 考 [P1] § 20,A). 

例 3 Q) 例 2(02) 的 映射 是 开 连 续 上 映射 ,因此 有 拓扑 群 同 


构 
R/Z = 31. 
(2) 由 z 一 z/|z| 定 义 的 上 映射 or C' 一 5! 是 开 连 续 映 射 , 核 为 
Ri, 于 是 有 拓扑 群 同 构 
CC" /RIS. 
(3) 由 = 一 |z| 定 义 的 psC "一 及 :是 开 且 满 的 连续 映射 ,Kerp 
二 8!, 因 此 有 拓扑 群 同 构 
/SS = R'. 
(4) 行列 式 上 映射 det ; GIL.(R) 一 R' ,4 rdet (4) 是 开 且 满 的 
连续 映射 ,Kerkdet) 一 5L。(R) ,从 而 有 拓扑 群 同 构 
GLCRY /SL CR) RR*. 
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(5) 记 瑟 = {4 一 1X4ER";, 它 是 GL.(R) 的 中 心 ;从 而 是 正 

规 子 群 , 同 构 于 ER*. 商 群 
PC = OGL.CRYAH 

是 一 个 拓扑 群 , 称 为 射影 一 般 线 性 群 . 

在 群 论 中 还 有 一 - 些 辣 构 定理 ,在 一 定 条 件 下 ,它们 也 在 所 扑 群 
中 成 立 ，. 

命题 1.8 设 yp GG' 是 拓扑 群 的 开 且 满 的 连续 映射 , 核 为 
NN, 则 群 G' 的 子 群 与 群 G 的 舍 核 NN 的 子 群 之 间 存 在 一 一 对 应 , 正 
规 子 群 对 应 正规 子 群 ,并 且 当 MM 与 好 是 对 应 的 正规 子 群 时 , 商 群 
G/M 与 G/M' 同 构 .， 1 

命题 1.9 设 G 是 拓扑 群 ,N 与 五 是 局 的 子 烙 , 则 

(1) 车 态 CN, 则 把 NA 看 作 GE 的 子 空间 或 看 作 六 的 
商 空 间 ,这 两 种 拓扑 是 等 价 的 ;又 若 五 之 G, 则 GAH 的 每 个 子 群 作 
为 拓扑 群 同 构 于 一 个 商 群 N/EB,HCNCG; 进 一 步 若 waG, 则 
有 拓扑 群 同 构 

(GAHY/ANIH) G/N; 

《2) 车 是 局 部 紧 至 的, 晶 是 可 数 个 紧 致 集合 的 并 , 态 与 和 N 
分 别 是 G 的 子 群 与 正规 于 群 ,HN 是 G 中 开 集 ,; 则 HNNH 是 
G 的 子 群 ,石门 N 是 7 的 正规 子 群 , 且 有 拓扑 群 同 构 

HN/NHAHNN). 1 

我 们 不 在 这 里 给 出 上 述 两 个 傅 题 的 证 明 ,读者 可 以 参考 [FL.] 
p. 21 及 [P11§ 20,D:G. 

命题 1.10 设 忧 是 拓扑 群 , 末 是 所 的 子 群 , 则 , 

(1) 避 是 紧 致 的 (或 局 部 紧 致 的 ), 寺 是 闲 子 群 , 则 五 是 紧 致 
的 (或 局 部 紧 致 的 ); 

(2) G 是 紧 致 的 (或 局 部 紧 致 的 ), 则 GE 是 紧 致 的 (或 局 部 
紧 致 的 ); 

(3) GNH 与 太 居 紧 致 的 (或 局 部 紧 致 的 ), 则 局 是 紧 雍 的 (或 
局 部 紧 埃 的); 


149 


证 明 “〈1) 与 42) 是 拓扑 空间 的 紧 致 性 与 局 部 紧 致 性 的 性 质 的 
直接 推论 ( 见 附录 A 命题 A, 9(1),《3) 与 命题 A, 13(2),(4)), (3) 
的 证 明 用 到 更 多 的 所 扑 空间 知识 ,我 们 不 准备 给 出 其 证 明 , 有 兴趣 
的 读者 可 以 参考 [FL jp, 24 或 [P11]$19,H 与 IL 二 

命题 1.11 设 G 是 拓扑 群 ,BH 是 G 的 子 群 , 则 

{1) 如 是 Hausderff 空间 时 , 玉 世 是 Hausdorif 空 辣 ; 

(2) GN\H 是 Hausdorff 空间 当 意 仅 当 五 是 和 的 团子 群 ; 

(3) 瑟 与 GM\H 是 Hausdorff 空间 时 ,G 也 是 Hausdertt 室 


间 . 

证 明 (1 设 z* 尖 y 是 五 中 元 素 , 由 于 GG 是 Hausdorff 的 , 存 
在 x 与 y 在 G 中 的 不 相交 的 邻 域 0, 与 U,, 令 V=U, 门 HH,V,== 
站 五 , 则 六 与 六 ,是 zx 与 y 在 五 中 的 不 相交 的 邻 域 , 

(2) GN\H 是 Hausdorff 空间 时 , 独 点 集 是 闭 集 ,因此 五 是 
GE 中 闭 集 从 而 是 G 中 闭 集 .反之 ,可 以 参考 [P1]§ 19,E， 

(3) 机 于 瑟 与 GE 都 是 Hausdorff 空间 ,由 (2), 瑟 是 G 的 
闭 子 群 ,又 由 命题 1. 4,{1} 蚌 五 中 闭 集 ,于 是 {1} 是 G 中 闭 集 ;GG 也 
是 Hausdorff 空间 . | 


易 见 G\H 是 齐 性 空间 . 
设 {Gi}ie: 是 一 族 拓扑 群 , 则 群 的 拓扑 积 
c= |1G 


既是 群 的 直 积 又 是 拓扑 空间 的 拓扑 积 , 而 且 它 也 是 拓 瓜 群 . 为 此 只 
要 证 明 glzx,y) 一 zy 1! 定义 的 运算 pg:GXG 一 G 关于 G 的 飞 积 拓 
扑 是 连续 映射 .我们 把 它 留 作 练 习 , 关于 拓扑 群 的 积 , 下 面 的 命题 
是 显然 的 . 

命题 1. 12 设 {Gi);e7 是 -一 族 据 扑 群 ,G6 一 Ll; 风 

(1) 如 是 紧 致 的 (或 局 部 紧 致 的 ) 当 且 仅 当 每 个 C 是 紧 致 的 
《或 局 部 紧 致 的 ,上 且 除 有 限 个 外 是 紧 致 的 ?4 


(2) GG 是 Hausdorff 空间 当 且 仅 当 每 个 G 是 Hausdorff 空 
150 


间 ， 有 
例 4 (1) er 是 关于 加 法 和 距离 拓扑 所 成 的 拓扑 群 , 它 是 
个 拓 扩 群 肯 的 拓扑 积 , 即 启 一 RX-… XR. 


好 个 

《2) 下 关于 加 法 与 虐 离 拓扑 所 成 的 拓扑 群 是 Hausdorff 的 ; 
R" 关于 冬 法 与 距离 拓 折 所 成 的 拓扑 群 是 Hausdorff 的 ; 复 平面 上 
单位 图 5 作为 非 零 复数 的 彝 法 群 C* 的 子 群 ) 是 Hausdortf 的 ;由 
于 QQ 在 证 中 称 密 ,因此 不 是 情 中 闭 集 ,从 而 商 群 R/OQ 不 是 
Hatsdorff 的 ， 

与 抽象 群 不 同 的 是 拓扑 群 的 连通 性 质 . 当 拓 扑 群 如 作为 拓扑 
空间 是 连通 (相应 地 ,不 连通 .局 部 连通 ,道路 连通 ,完全 不 连通 ) 
时 ,G5 就 称 为 连通 (相应 地 ,不 连通 .局 部 连通 ,道路 达 道 .完全 不 连 
通 ) 的 拓扑 群 . 由 拓扑 空间 连通 性 的 基本 性 质 ( 见 附录 A 命题 
入 .15) ,容易 证 明 下 面 的 

命题 1.13 设 G,GiGED 门 是 拓扑 群 , 互 是 G 的 子 群 , 则 

《1T) 车 G 是 连通 拓扑 群 (或 完全 不 连通 的 拓 拓 群 ), 则 G\H 
是 连通 的 (或 完全 不 连通 的 》; 
{2) OG = ls. 是 连通 招 扑 群 ( 或 完全 不 连通 的 拓扑 群 )? 当 且 


仅 当 每 个 局 是 连通 拓扑 群 (或 完全 不 连通 的 拓扑 群 ) | 

命题 1.14 (1) 若 避 是 连通 拓扑 群 ; 则 GG 没有 真 开 子 群 , 也 
没有 具有 有 限 措 数 的 真 闲 子 群 ; 

(2) 若 瑟 是 拓扑 群 G 的 连通 (或 完全 不 连通 } 的 子 群 ,使 得 
CN 是 连通 的 5 或 完全 不 连 道 的 ), 则 CG 也 是 连通 拓扑 群 ( 或 完全 
不 连通 的 拓扑 群 ). 

证 明 (1》 由 于 6G 连通 当量 权 当 它 没 有 非 平凡 的 是 开 叉 闭 
的 子 集 ,因此 结论 由 命题 1.5(1) 得 到 . 

《2) 设 互 与 GMH 是 连通 的 ,G 一 4UB 是 一 个 分 解 ,由 于 万 
的 每 个 左 陪 集 x 瑟 也 是 连通 的 ,因此 或 者 是 zx 她 门 4 一 好 或 者 是 
XH 站 B= 二 记 , 从 而 A 与 B 是 瑞 的 陪 集 的 并 ,使 得 

15t 


G\H = x(A) UxC) 
是 GE 的 一 个 分 解 . 但 GE 连通 ,迫使 xtA) 与 x(B8) 中 有 一 个 是 
空 集 ,从 而 4 与 召 中 有 一 个 是 空 集 .于 是 G 连通 . 

又 设 互 与 GWMH 完全 不 连通 ,4CG 是 一 个 连通 子 空间 , 则 
rt4) 是 GNE 中 连通 子 空间 ,从 而 是 GNFH 中 一 个 点 ,于 是 4 在 日 
的 一 个 左 陪 集 z 五 中 .但 z 五 与 五 同 且 , 它 是 完全 不 连通 的 ,所 以 
4 是 xz 五 中 一 点 ,于 是 如 是 完全 不 连通 的 ， 1 

命题 1.15 变局 是 拓扑 群 ,CG" 是 在 恒 等 元 1 处 连通 分 支 ， 
网 

(1) G* 是 G 的 团 连 遂 正 规 子 群 ; 

C2) CA" 是 完全 不 连通 的 Hausdorff 拓扑 群 ; 

《3) 的 每 个 障 集 怡 是 如 的 一 个 连通 分 支 

《4) G 的 等 个 开 子 群 包含 G". 

证 明 0) 只 要 和 证明 G* 人 G. 设 xEGyEG, 央 为 1G"， 
y Gy 者 与 C" 同 是 ,它们 也 是 连通 的 日 与 2 有 非 空 交 , 所 以 
TG CG,y GyCGO" ,进一步 有 (GY COG,G"G*CO ,所 以 G* 
<]G. 

<2》 因为 G0" 闭 ,和 由 命题 ]】,1102),G/G" 是 Hausdorif 的 ,考虑 
商 群 G/G* 的 恒 等 元 的 连通 分 支 , 由 (1) 及 命题 1. 9(1), 它 可 以 表 戌 
NiG" 的 形式 ,其 中 入 是 G 中 包含 G* 的 连通 子 群 ,从 而 G* 二 NN, 即 
CAG" 是 完全 不 连通 的 . 

(3) 拓扑 群 是 齐 性 的 ,用 附录 A 中 命 古 A.17(1) 即 可 . 

(4) 设 瑟 是 G 的 开 子 群 , 它 也 是 G 的 闭 子 群 , 且 五 人 Ge" 天 
名 ; 必 有 HNCG=G*,. 即 GCH. 

例 s (1) 实数 吉 法 群 RR 蚌 道路 连通 的 ,对 任意 的 +,yER， 
只 要 取 二 下 十 yt1 一 1) CE[O,1]) 即 可 ， 

(2)》 非 零 实数 的 乘法 群 召 " 有 两 个 连通 分 支 : RI 与 R*， 

(3) 作为 RR 的 和子 群 ,有 理 数 加 法 群 @ 是 完全 不 连通 的 ;即使 
考虑 Q 上 p-adic 拓扑 ,也 是 完全 不 连通 的 . 
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正如 抽象 群 作用 在 上 集合 上 一 样 , 插 扑 群 可 以 作用 在 拓扑 空间 
上 . 

定义 1.16 设 G 是 拓扑 群 ,MM 是 拓扑 空间 , 若 存 在 连续 映射 

GXM—M, (ror TEGUvEM 
使 得 
CY rT vr) TEG veEM; 
2) lv—v ,wtE MM. 
则 称 G( 左 ) 作 用 在 .JM 上,G 是 瞩 的 拓扑 变换 群 . 

与 抽象 群 的 情形 相 类 似 , 可 以 考虑 CG 在 对 上 作用 的 轨道 , 邓 
的 元 素 在 6G 中 的 稳定 子 群 .特别 . 当 M 中 每 个 元 素 v 在 G 作用 下 
的 轨道 等 于 M 时 ,其 对 每 个 vEM, 由 p,Cz) 二 x"w 定义 的 映射 0,: 
CG 一 M 是 满 的 ,就 称 M4 关于 G 的 作用 是 齐 性 的 ,并 且 把 p, 称 为 轨 
道 映射 ， 

命题 1.17 设 拓 扑 群 G 作用 在 Hausdorff 空间 MM 上, 则 

<1) 对 任意 的 vE M,v 在 G 中 稳定 子 群 G, 是 闭 子 群 ; 

《2) 车 训 关 于 G 的 作用 是 齐 性 的 , 则 由 xG。 mz 尼 定义 的 映 
射 p: ONG, 一 MM 是 连续 映射 . 

证 明 《1) 是 显然 的 . 为 了 证 明 (《2) ,考虑 典范 上 映射 r: G 一 
GNGo, 由 于 p,=ge Xr:G 一 MM,z 一 zrv 是 连续 的 , 设 VCM 是 开 子 
集 , 则 py:(V) 一 Lx。g7!) (0V) 是 G 的 开 子 集 ,但 x 是 开 映 射 , 因 
此 go 一 上 fr。 是 Ge 的 开 子 集 . 下 

命题 1. 18 设 G 是 局 部 紧 致 群 ,G" 是 G 的 恒 等 光 的 连通 分 
支 . 设 M 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 , 它 关 于 避 的 作用 是 齐 性 
的 ,又 设 G' 是 G 的 指数 可 数 的 开 子 群 使 得 G'/G* 是 紧 致 的 , 则 对 
任意 的 vEM,GNG, 与 好 同 胚 . 

特别 ,当心 是 紧 致 群 或 只 有 可 数 个 连通 分 支 时 , 恒 有 对 与 
GNG; 同 且 . 

证 明 考虑 pg: G\G,-> M, 它 是 单 的 又 是 满 的 连续 映射 ,只 要 
证 明 wp 是 开 上 映射 即 可 , 设 UCG 是 恒 等 元 1 的 紧 致 的 对 称 邻 域 
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(rr 一 上 ,到 可 数 集 {zjJCG 使 得 GCUz0, 则 MCUzU: 


v. 由 于 U 是 紧 致 的 ,因此 Uv 是 M 中 紧 致 集 ,但 是 Hausdorff 
的 ;所 以 Uw 是 M 中 团 集 . 由 本 节 习 题 3, 存 在 使 得 x.U*"w 有 内 
点 .但 是 xU rv 与 Uw 同 肪 ,因此 有 yyEU 使 得 yw 是 Uw 的 内 
点 , 妈 vwEy ID:wCU?ow. 现 设 VCG 为 开 子 集 ,zEV, 取 .上 述 的 
U 使 得 z0UCVY,; 则 zz*vCzxU0?*vCYVYrvw; 于 是 p, 是 开 映 射 ,; 从 而 旬 
也 有 是 开 映 射 . 1 

例 6 设 G=SLoR) ,H(zEClz 一 x 十 iy,y>0}). 对 于 A= 
| “EGE 可 ,定义 映射 Gx 五 -= 五 ， 
Gz 十 已 . 
rz 十 起 


则 GX 一 H 是 连续 的 ,大 右上 可 传递 ,SLs(R) 是 连通 的 ,日 GG 
一 上 (R) ,于 是 是 与 SLCRY /Os(R) 同 胜 . 


习 题 


1. 设 "是 拓扑 群 G 的 己 等 元 1 的 完全 邻 域 组 , 则 

(1) 设 UEE*, 则 存在 VEZ* 使 得 WiCU; 

(2) 设 UEEZ', 则 存在 VEE' 使 得 Vi 二 VVCU. 

2. 设 侣 是 抽象 群 ,5' 蚌 G 的 子 群 旋 ,满足 

(3) 车 五 ,NE3', 则 存在 LEZ' 使 得 LCHINN; 

(2) 车 瑟 EX',xECG, 则 存在 NESE" 使 得 x INzCH. 
网 是 以 5' 为 恒 等 元 1 的 完全 邻 域 组 的 拓扑 群 . 

3， 设 下 是 局 部 紧 致 是 可 数 紧 致 (< 即 无 的 每 个 可 数 开 者 盖 有 
一 个 有 限 子 团 姜 ) 的 了 ;空间 , 则 关内 不 存在 可 数 个 闭 子 集 {FF,} 使 
得 每 个 FF, 没有 内 点 且 1 


ts) 一 


X= Ur. 


4、 设 4 是 拓扑 群 G 的 闭 于 集 ,B 是 G 的 紧 致 子 集 , 则 45 是 
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G 欧 闭 子 集 . 
5. 设 瑟 是 实数 加 法 群 R 的 非 零 子 群 ,证 明 ， 或 者 
(1) 五 =aZ,aE 冲 "是 离散 子 群 :或 者 
(2) 万 在 尺 中 乎 密 . 
6， 证 明 命题 1. 8 与 命题 1. 9， 
7 设 1G,jier 是 一 族 拓 扑 群 , 则 局 一 Je 是 一 个 拓扑 群 . 


8. 证 明 : 

《1)》 GEL.C) 是 连通 的 ; 

(2) GInCR) 有 商 个 连通 分 支 . 

9， 若 G 是 拓扑 群 ,H 是 紧 致 子 群 , 则 典范 鼎 射 x:G 一 G\H 
是 禄 映射 . 

10. 若 瑟 是 拓扑 群 G 的 子 群 , 则 豆 也 是 G 的 子 群 . 

11. 设 Hausdorff 拓扑 群 G 作 由 在 反扑 空间 MM 上 ,Y,Z 是 必 
的 子 集 , 其 中 2Z 是 闭 子 集 , 则 

《1) Trane(Y ;2Z) 一 {XEGIz*"*Y 了 CZ} 是 G 的 闭 子 集 ; 

《2) 对 任意 的 TEG,z 的 不 动 点 集 一 {vE Mizx*v 一 vw} 是 
M 的 贱 子 集 ; 特 别 , nd = 人 2 是 对 的 闭 子 集 ; 


《3) 对 每 个 v 世 村 ,稳定 子 群 G, 是 G 的 闭 子 群 ;特别 , Zec(7) 
一 | 1G. 是 闭 的 ， 


12. 设 台 是 Hausdor 竺 拓扑 群 , 豆 是 G 的 闭 子 群 , 则 NoCHD) 
与 Ze(H) 蚌 G 的 闭 子 群 ;对 每 个 TEG,Zclzx) 也 是 G 的 闭 子 群 . 

13， 设 所 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 拓扑 群 , 它 的 空间 可 以 表 
成 可 数 个 紧 致 子 集 的 并 , 又 设 避 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 拓扑 群 ， 
9: G-~CG' 是 拓扑 群 的 满 同 态 , 证 明 p 是 开 映 射 ， 

14， 设 f:G 一 G' 是 Hausdorff 拓扑 群 ,对 G' 的 恒 等 元 1' 的 
邻 域 UV' 存 在 G 的 恒 等 元 1 的 邻 域 U 使 得 fAUD)CU' , 则 了 是 连续 
的 . 
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$2 拓扑 群 上 的 不 变 积 分 


为 了 讨论 紧 致 拓扑 群 与 局 部 紧 致 拓扑 群 的 线性 表示 ,首先 要 
在 群 上 建立 不 变 积分 , 我 们 总 假定 G 是 Hausdorff 拓扑 群 . 

与 数学 分 析 中 连续 性 概念 相 平行 的 ,我 们 考虑 拓扑 群 上 实 值 
函数 的 连续 性 . 

定 穴 21 设 了 是 折 扑 群 G 上 的 匣 数 ,我 们 说 了 在 <EG 处 
连续 .如 果 对 任 给 的 正 数 ,存在 恒 等 元 1 的 邻 域 V, 当 xEG 使 得 
ze 1EV 时 ,有 | f(z) 一 了 a) | 之 .进一步 ,对 任 给 的 正 数 es 存在 
恒 等 元 1 的 邻 域 V, 当 xz,yE€G 使 得 xy 1E€EV 时 ,有 |f(x) 一 
O01 之 5; 则 称 耻 在 GG 上 一 致 连续 . 

易 知 , 当 G 是 紧 致 拓扑 群 时 ,G 上 连续 函数 了 一 定 是 一 致 连 
续 的 . 

又 设 8IC) 是 上 画 数 的 集合 , 若 对 于 任 给 正 数 6, 存 在 恒 等 
元 1 的 邻 域 六 , 当 zyyEC 司 得 rz lyET 时 ,对 每 个 AGERCG) 有 
[fz) 一 fy) | 之 e, 则 称号 (G) 是 一 致 连续 函数 组 .这 时 ,号 (G) 中 
每 个 是 数 在 如 上 一 致 连续 . 又 若 存 在 数 M, 当 xzEG, 了 ER(G) 时 ， 
恒 有 |.Az)1<M, 则 称 &6G) 是 一 致 有 界 函 数组 . 进一步 考虑 GG 上 
函数 序列 {f,}sew, 我 们 说 {7,} ,一 致 收 化 于 G 上 函数 六 ,如果 对 
性 给 的 正 数 s, 存在 mEN, 当 n 六 m 时 ,对 每 个 xEG 都 有 
[ftr)— fr) Ie, 

与 数学 分 析 中 一 样 可 以 证 明 下 述 性 质 ，; 

Q) 拓扑 人 群 上 上 函数 序列 {ff.) 一致 收 语 的 充分 必要 条 件 
是 对 任 给 的 正 数 se, 存在 mEN, 当 p>msa,gm 时 ,对 每 个 <EG 
有 |foCz)— f(r) |<e. 

《2) 拓扑 群 @ 上 连续 画 数 序列 { 护 ]。。 一 致 收 筷 于 博时 ， 了 也 
. 是 G 上 连续 函数 . 

C3) 紧 致 拓扑 群 G 上 一 致 收 敏 的 连续 函数 序列 { 乒 }) ev 一 定 
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是 一 致 连续 的 ,也 是 一 致 有 界 的 . 

(4) 紧 致 搞 扑 群 嫩 上 -… 致 有 界 与 一 致 连续 的 函数 组 8(G) 的 
每 个 函数 序列 恰 有 一 致 收 合 的 子 序列 . 

我 们 把 上 上述 性 质 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 ， 

定义 24.2 设 美 为 紧 致 拓扑 空间 ,上 是 X 上 连续 函数 ,以 
af( 门 表示 函数 了 的 最 大 值 ,m( 由 表示 落 数 /的 最 小 信 ， 网 8807) 
一 由 (六 一 到 (请 称 为 函数 了 的 振幅 . 

显然 , 当 连 续 函 数 序列 (万 ) -一 致 收敛 于 连续 画 数 了 上 时 ,有 

limM( 产 ) = MOCO, limm(f,) = m(f), 
lim$(f,) = $C). 

定 半 2.3 设 G 是 紧 致 拓扑 群 ,如 果 对 于 每 个 定义 在 忆 上 的 
连续 函数 ,有 一 个 实数 | 记 为 [f(z)dz] 与 它 对 应 ,并 且 满足 下 列 
荣 件 ， 

| (af Cz) + pg(ryydz = e| Fozydz 十 有 sczydr， 
(2) 非 负 性 ”车 对 所 有 的 xzEG 有 zx) 守 0, 则 
Jar 宕 0， 
. 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 f=0; 
C3) 正规 性 [de=1 
C4) 不 变性 ”对 任意 的 aEG, 有 
| Feedz 一 | Faraz 一 | aa 


(5》 可 六 性 (ft)as 一 [reaz 


那么 我 们 说 在 G 上 建立 了 一 个 不 变 积分 ， 
显然 , 当 (rx) 达 glx) 时 ,有 


{fendr 所: jer)dz, 
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从 而 由 一 [FACz)TSAz 和 Cr 有 
Jreoazjs fire) jdz. 


为 了 证 明 不 变 积分 的 存在 性 与 唯一 性 ,我 们 必须 做 一 系列 准 
备 工作 . 回忆 一 下 在 讨论 有 限 群 人 的 线性 表示 时 ,我们 经 常 考虑 C 
上 函数 了 的 平均 数 


Fife 
在 紧 致 Hausdorff 群 时 ,由 于 群 和 的 阶 往往 是 无 限 的 ,必须 用 不 变 


测度 dx 及 不 变 积 分 Fezydz 来 代替 让 | 及 人 | 2 了 (zx), 其 中 
f(r) 是 G 上 的 连续 函数 . 设 是 G 上 连续 阔 数 ,A 一 {a1,… yaw} 忆 


安 是 一 个 有 限 子 集 ( 其 中 元 素 可 以 是 相同 的 ), 令 
KA ft) — DE, zeG. 


易 见 (4 ,让 是 G 上 连续 函数 ,并 且 有 下 述 性 质 ， 

(1) MCKCA, IEMG, 

(C2) m(K(A Nn, 

(3) SCK(CA NESOD:; 
及 设 二 {CG 是 另 一 个 有 限 子 集 , 则 

C4) KCA,K(CB, AIA) =KCAB, NA, 其 中 AB= {ab bs 
amb} 也 是 G 的 有 限 子 集 ; 
车 了 为 定义 在 G 上 非常 数 连 续 函 数 , 则 存在 上 G 的 有 限 子 集 4 使 得 

C5) S(KCA, NN) ESCN, 

我 们 只 证 明 性 质 (5) ,其 余 儿 条 是 显然 的 , 设 M= M(f) ,m= 
m( 门 ,由 半 了 是 连续 的 ,mz 全 训 , 因 此 存在 开 集 UCG 使 得 TEU 
时 有 f(z) 寺 h<MM. 形 如 Ua 的 所 有 开 集 材 盖 G, 但 安 是 紧 致 的 ， 


所 以 存在 有 限 子 集 4 一 {a1,… ,aw} 使 得 G 一 U rarl, 又 因为 对 每 


个 rTEG, FA) 有 ,而 且 存 在 i 使 得 立 算 Te 所 以 Ca 
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二 ,从 而 
MKAN) < EVM +h SM 


于 是 由 (2) 就 得 到 (5). 

设 f 是 G 上 连续 耳 数 ,如 果实 数 p 具有 下 述 性 质 ， 对 任 给 正 
数 e, 存 在 G 的 有 限 子 集 4 使 得 对 每 个 xEG 有 

{IK(CA,fr)— pl<e, 

那么 称 为 清 数 了 的 右 平均 数 . 

引 理 2. 4 每 个 定义 在 G 上 的 连续 函数 至 少 有 一 个 右 平均 
数 . 

证 明 设 了 上 是 CC 上 连续 函 煞 ,考虑 函数 集 各 

GG) 二 {KC(A, 让 |4 CG 为 有 限 子 集 }， 

它 是 有 界 的 , 面 旦 是 一 致 连续 的 . 

事实 上 ,因为 连续 ,所 以 基 一 至 连续 的 ,对 任 给 正 数 , 存 
在 恒 等 元 1 的 领域 VV, 当 zz,yEG 使 得 zy-'EV 时 ,有 

[f(x)— ty) |<e, 

倡 此 时 也 有 Cxa) (ya 1 二 zy EV 所 以 | Fei 一 大 Ce) | <s， 
于 是 有 | 六 (4 ，, 方 二 一 开 (4Fi3)1<e 故 &) 是 一 致 连续 人 的。 

令 是 43(K(4， 访 )) 的 下 界 , 则 在 &(G) 中 存在 函数 序列 
{ 廊 } ,en 使 得 

limS Cf,) = 9， 
但 号 (G) 是 有 界 且 一 致 连续 的 ,所 以 存在 一 致 收 合 的 于 序列 {g,}C 忆 
{f4} ,使 得 
limg. = lims (g.) = Stg) 一 了 
其 中 g 是 序列 {g,.} 的 极 眼 . 可 以 证 明 g 是 常数 ,从 而 ;=0. 设 阁 不 
然 ,由 性 质 (5) ,存在 G 的 有 限 子 集 人 使 得 
(天 人 CE = ss = Sv(g), 

取 一” ,由 于 {8.) 一 至 收 化 于 5， 存在 4E 六 对 每 个 zEG 有 
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gx) 一 SEEs ,从 而 | 天 (Cg5zr) 一 开 CC Sr)|<e, 于 是 
SC(KIC,E)) 十 2< 民 > 

但 是 由 性 质 (4) :天 kgDERCG) ,迫使 SECCygt)2s 而 矛盾 ， 
因此 g 是 常数 ,g(x) 寺 p. 

因为 序列 {g,) 一 致 收敛 于 g, 所 以 对 任 给 正 数 ,存在 xnEN 使 
得 jstx) 一 p< 之 &. 由 于 gER(G), 因 此 对 任 给 正 数 ,存在 避 的 
有 限 子 集 4 使 得 

IK(A,f;I2) ~ pl<e, 

以 而 之 是 子 的 一 个 右 平均 数量 

类 似 的 ,对 G 上 每 个 连续 函数 及 G 的 有 限 子 朱 B= (如 ，…， 


b.) , 令 


fbr) 
KB 一 之 二 


使 KK'(B, 让 是 G 上 连续 函数 . 容易 验证 
(6) KLAK' BAN) =KIB, KA, AN). 
我 们 可 以 同样 定义 了 的 在 平均 数 , 并 且 有 
引 理 2.5 设 f 是 G 上 连续 阔 数 , 则 只 存在 的 一 个 右 平 均 
数 及 一 个 左 平均 数 , 而 且 这 两 个 平均 数 相 等 . 
这 样 得 到 的 一 个 唯一 的 平均 数 称 为 了 的 平均 数 , 记 为 并 (万 )， 
证 明 设 疡 是 了 的 一 个 右 平 均 数 ,9 是 了 的 一 个 左 平均 数 . 对 
任 给 正 数 s, 存 在 @ 的 有 限 子 集 4 及 旦 ,使 得 
{IEKCA,fIT) — pl| < ef, 
IK'(B,fix} 一 了 | < er/2. 
于 是 有 
[IK'{ BKCOA, Pr) — pl < ef2, 
同样 有 
[KLUA,K'(B, Nr} — gq| < ef/2. 
由 性 质 (6), 有 1p 一 41<<#; 人 迫使 p= 二 g; 妈 的 某 一 个 右 平均 数 等 于 
每 一 个 左 平 均 数 ,了 的 某 一 个 左 平均 数 等 于 每 一 个 右 平均 数 , 从 而 
160 


引 理 得 证 ， 上 
连续 函数 的 平均 数 有 下 述 性 质 : 
引 理 2.6 设 f 与 gg 是 G 上 连续 函数 ,aEG, 令 (zx) 一 
flxa), (r= far) ,MN 
(1) K(f Te)—K(A t+K(E): 
(2) K(fO=K(N=K(O); 
《3) 当 了 是 非 负 旧 不 恒 等 于 零 的 连续 函数 时 ,KC 之 0. 
证 明 (1) 设 KK( 记 一 p;K(g) 一 9; 则 对 任 给 正 数 6, 存 在 局 
的 有 限 子 集 C 使 得 
| 天 CC 一 声 | < 
于 是 ,对 G 的 任意 有 限 子 和 集 B 有 
IKLBK' OC 六 和) 一 万 | te. 
由 性 质 (6) ,有 
IR'(C,KCOB, NT)— pl 天， 
从 而 有 
K(K(B,/)) = K(f) = p. 
因此 存在 G 中 有 限 子 和 集 有 4 使 得 
IK(A,K(B, NrI—p| < e， 
由 性 质 (4) ,有 
IKCAB,fix}) 一 六 | < 和 
间 时 ,对 和 任 给 正 数 es, 存 在 G 的 有 限 子 集 B' 使 得 
IK(B' ,gx — a| es 
于 是 ,对 忆 的 任意 有 限 子 集 4 有 
| 天 (4 ,天 (87 — gl < e, 
由 性 质 人 4 ,有 
KlA'B',gir}— gq| < e. 
这 样 , 当 有 万 =A',B=B' 时 ,就 有 
IKCAB,fF + gr) — tp a| < 2e, 
即 2 十 g 是 函数 Ag 的 平均 数 , 这 证 明了 (1). 
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[2》 由 于 所 与 子 的 右 平 均 数 一 致 , 刀 与 了 的 左 平均 数 一 致 ， 
这 是 因为 
K(AF) = KiAasf), K'(AF) SK'(ad,N) 
的 缘故 ,于 是 (23 成 立 ， 
(3) 由 于 六 是 非 负 且 不 人 恒 等 于 零 的 ,存在 开 集 UCG, 当 xzE€ 
U 时 有 f(z)>h>0. 形 如 Ua 的 开 集 栈 盖 已 , 且 群 G 是 紧 致 的 ， 
因此 存在 G 的 有 限 子 集 4= {a ,… ,an} 使 得 G 一 U Era. 因为 对 


每 个 xEG 有 (xz) 宇 0, 且 有 owEG 使 得 xEUar!, 所 以 f(xan)>> 
从 而 KCA, fx) him KOA KKECA, IDNAh/m>0, 这 
证 明了 (3). | 

定理 2. 7 在 每 个 紧 致 Hausdorff 拓扑 群 人 上 可 有 并 且 只 有 
一 种 方法 建立 不 变 积 分 . 

证 明 设 了 上 是 如 上 连续 丽 数 , 念 

| roadz ~ KC). 

由 引 理 2, 6, 易 知 这 样 定 闵 G 上 不 变 积 分 ,满足 定义 2.3 的 (1) 一 
(C4). 进一步 假定 我 们 已 经 用 一 种 方式 定义 了 如 上 不 变 积 分 
| fydz, 它 也 满足 定义 2. 3 的 (1 一 (4). 设 户 是 上 的 右 平 均 数 ， 


则 对 任 给 正 数 se, 存在 各 中 有 限 子 集 4 俩 得 
| 下 (4 Fi) 一 产 | < 
于 是 


ee- 路 宫 人 2 
= | fonde -pl<e. 
由 于 的 任意 性 及 KK( 四 一 p, 有 
| foraz = Kf. 


这 样 ,我 们 已经 证 朝 了 满足 定义 2. 3 中 的 (1) 一 (4) 的 不 变 积分 
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是 唯一 存在 的 ,和 姨 下 来 只 要 证 明定 义 2. 3 中 的 (5) 也 成 立 , 令 
| reoaz = [f(a as, 
可 以 验证 这 样 定义 的 不 变 积 分 满足 定义 2. 3 中 的 GQ} 一 04) ,例如 
| Areadz= [flzma) dz = | (er) dz 


[ fir dz — {| ferydz, 


根据 前 面 所 证 的 唯一 性 ,有 [Flr a 一 | Feedz | 

如 果 我 们 考虑 定义 在 G 上 的 复 值 函数 f, 则 存在 G 上 实 值 函 
数 g 与 使 得 f=g 十 访 . 当 g 与 声 都 连续 时 , 称 /为 连续 的 . 进 一 
步 令 


rear 一 |ece?az 十 ie)az， 


可 以 验证 这 样 定 义 的 复 函 数 的 积分 也 满足 定义 2. 3 中 的 (3 一 (5?， 
只 要 规定 疡 =0 当 且 仅 当 7 一 sg 六 0, 从 而 


ford 一 [aas 宇 0. 


设 NN 与 五 是 两 个 紧 致 Hausdor 仁 拓扑 群 ,G 二 NXH 是 它们 
的 拓扑 积 ,f 是 两 个 变量 zE N,yE HB 的 连续 函数 ,从 而 是 一 个 变 
量 z= 二 (zr,y)EG 的 连续 函数 . 当 yy 固定 时 ,函数 了 是 xzEN 的 连 


续 函 数 ,于 是 有 | f(z,y)dx 一 gCy),g 是 定义 在 及 上 的 连续 函 
数 . 这 样 ,我 们 可 以 考 囊 [|( | /cz,y?dzjdy. 类 似 的 ,可 以 考虑 
| | ez ,ydy| dz. 

命题 2.8 在 上 面 的 假设 下 ,有 

[El 人 Aeroazjdy 本 Feedy| dz 一 | fC)dz 


< | Ac :ydrdy. 
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证 明 令 | Aceodz= | [f(x,y)dz)ay, 易 知 这 样 定义 的 
积分 | f(z)dz 满足 定义 2. 3 的 (1) 一 5) ,例如 
Fre [ls 
-Leese 
一 [| | Aceesoodz| dy 


= | .rear 
由 定理 2.65, 根 据 不 变 积 分 的 唯一 性 ,我 们 有 
[ee， ydzjdy = [fds. 
同样 可 证 
| epayjaz=| reoae 1 


例 1 设 G 是 实数 的 加 法 拓扑 群 ,p 是 G 上 周期 为 的 连续 
周期 函数 , 妈 对 每 个 EG 有 Pz 二 1) 一 glx). 设 和 N 是 6G 中 所 有 整 
数 Z 所 成 的 子 群 . 由 于 的 周期 性 ,对 于 每 个 陪 集 z 十 N,p 的 取 值 
是 常数 ,因此 g 与 定义 在 G/N 二 K 上 的 连续 函数 了 相对 应 ,并 且 
每 个 定义 在 反 上 的 连续 冰 数 可 由 这 种 方式 得 到 , 又 因为 天 是 
紧 致 的 ,可 以 考虑 满足 定义 2. 3 的 积分 | (a9dz, 并 且 有 


| .Acad 加 | readz， 


其 中 | wz)dz 是 通常 的 实 函 数 积分 江 是 在 展 ~ 玉 下 的 像 


如 果 考 虑 定义 在 G 上 的 连续 的 复 函 数 全 体 所 成 的 C- 向 车 空 
间 名 eCG) ,对 任意 的 f,g€ c(tG) ,通过 


(f,g) = | Fndg Crydz 
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定义 Hermite 内 积 , 使 多 ctG) 成 为 一 个 酉 室 间 ,其 中 Ar? 表示 
了 f(z) 的 共 二 复 数 . 如 果 只 考虑 定义 在 G 上 的 实 连续 函数 ,那么 
多 wxfG) 关 于 上 面 定义 的 内 积 成 为 一 个 欧 氏 空间 ， 
通常 称 、 CCf, 门 为 子 的 模 , 记 为 | 站, 并 和 有 

[Cf el (ff, fg), 

f+ gl 士民， 
如 果 (Fg) 一 0 就 称 了 与 引 正 记 ,如 果 进 一 步 有 | 入 =1lgll=1 ,就 
称 了 与 g 正规 正 交 ,并 有 把 了 与 5 称 为 正规 的 . 


习 题 
1. 证 明 不 等 式 
| Fg Cdz | 二 [ Forsf Crydz| ZECzygcrydr， 
2， 证 明 命题 2, 8 前 所 考虑 的 函数 gCy) 一 | fC,wdz 是 已 


上 连续 五 数 ， 
3. 设 号 一 SICO11)》 
-laesr (cz ?ja4=| ?| 
多 0 il lo 一 :1 
a Bb 
= 人 中 | 一 op= 直 ， 


又 设 多 二 (zEC||z|<1) 是 复 平面 上 单位 加 面 .定义 G 在 多 上 的 
作用 为 


AT 


A = E+ AEeCG,rED, 
bz 和 a 


若 K=(AEGIAC0)=0)={| < ° 
六 
{1) G/K 民 与 作 同 且 ; 
(2) 着 4A=|“ ec,ako?==, 记 804) 二 d; 则 
人 ‘ 


|af? 一 1 |, 试 证 明 


2 
i3CA)1? = ] 


1 
= lB 
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(3) 对 于 名 上 连续 函数 /(z)，| 了 人 22zdz 是 G- 不 变 积分 

4 证明 | dz 是 拓扑 群 CGL.CR) 的 ( 左 ) 不 变 积分 . 

5， 设 C 与 五 是 紧 致 Hausdorff 拓扑 群 ,r:G 一 所 是 连续 满 
闻 态 , 玉 一 Kerr 是 G 的 闲 子 群 ,证 明 ， 可 以 通过 在 五 与 入 上 定义 
不 变 积 分 来 定义 G 上 的 不 变 积 分 , 即 对 于 G 上 连续 函数 f(r) , 定 
六 


| f(z)dz = | (zydz， 
[9 nH 
其 中 

f (rz)) = | Areay 


是 五 上 连续 函数 ， 

6， 设 是 紧 致 Hausdorff 拓扑 群 , 恕 是 妇 的 连通 闭 子 群 ,r: 
GG\H 是 典范 射影 ,证 明 

《1) 对 于 GNH 上 连续 尊 数 gf(z 吾 ) ,ze 可 以 在 齐 性 空间 
CN 上 定义 积分 


| gzEDdGrED， 
它 满足 定 闵 2. 3 中 的 线性 ,正规 性 与 不 变性 ,并 且 
Js HYdH) = [lh glr(zy)) dy)dtzH) 
= | etzGo)dzs 
(2) 对 于 GG 上 连续 函数 fitz), 有 
| reepaz= 人 (人 meoayjaceao， 


§ 3 紧 致 拓扑 群 的 线性 表示 


在 这 一 节 我 们 总 假定 所 有 的 拓扑 和 群 是 紧 致 的 Hausdorff 群 ， 
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定 多 31 设 忆 是 紧 致 Hausdorff 拓扑 群 ,F 是 m 维 性 向 量 
空间 {或 R- 向 量 空间 ), 则 拓扑 群 同 态 p:G 一 GLOV) 称 为 G 的 复 
线性 表示 人 或 实 线 性 讨 示 ). 

与 有 限 群 的 线性 表示 相 平 行 ,我 们 可 以 定义 线性 表示 的 次 数 、 
同 罗 以 及 在 表示 空间 的 一 个 适当 选取 的 基 下 的 矩阵 等 等 . 

对 任意 的 xEG, 设 ( fitr)] 是 px) 关于 VV 的 一 个 茹 {v1,…， 
im} 所 对 应 的 矩阵 , 则 每 个 方 作为 C 上 函数 是 连续 的 . 

定理 32 车 piG > GLCOWV) 是 拓扑 群 G 的 一 个 复线 性 表示 ， 
则 可 以 适当 选取 六 的 一 个 基 使 得 每 个 etx) 所 对 应 的 矩阵 基 西 矩 
阵 ， 


证 明 设 {v1,…,w) 是 的 一 个 基 , 对 任意 的 = Dew， 
一 py 各 T ,其 中 ts 尼龙 ， 通过 


(uw) 演 Dap, 
在 VV 上 定义 正定 Hermite 内 积 . 然后 对 每 个 xzE€ 避 ,由 
Pu = PH) CV)) 
定 久 VYV 上 正定 的 Hermite 内 积 . 再 通过 
PK VY 一 ARE 
在 V 上 定义 了 新 的 正定 Hermite 内 积 . 由 于 对 每 个 yEG， 
HP P(e) ,plv)) = [a eve ,oo)jdz = 区 pay Cu) sy (0)) dz 


一 ER 一 [ACR LE: 一 gu v0), 


困 此 这 衬 定 义 的 Hermite 内 积 gk ，) 是 C- 不 变 的 . 现在 可 以 在 VY 
中 选取 一 个 基 {wi yen} 使 得 它 关 于 gx ，) 是 正规 正 交 的 , 即 
Kai 一 站 ji 
于 是 对 每 个 zEG,p(zr) 关 于 基 {wn ，…zoo} 的 矩阵 是 西 矩阵 ， 1 
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为 了 以 后 讨论 方便 .我们 将 随意 地 把 plx}) 或 者 理解 为 V 上 的 
线性 变换 ,或 者 理解 为 在 下 的 一 个 基 下 所 对 应 的 手 阵 ,并 有 把 复 
(或 实 ) 线 性 表示 统称 为 上 G 的 线性 表示 . 

定义 3.3 设 p:G 一 GELIV) 是 拓扑 群 G@ 的 一 个 线性 表示 ， Pp 
的 特征 标 多 蚌 定 义 在 G 上 的 函数 使 得 

XT = tr(p), XEG, 
有 时 也 用 % 或 Xv 来 记 GG 的 这 个 特征 标 . 显然 是 G 上 连续 的 类 
极 数 . 

”与 有 限 群 的 情形 一 样 ,拓扑 群 G 的 每 个 线性 表示 是 完全 可 约 
的 , 它 可 以 分 解 为 有 限 个 不 可 约 线性 表示 的 和 ,从 而 对 应 的 特征 标 
是 有 限 个 不 相约 特征 标的 和 , 即 

X 一 为 十 从 十 …… 十 入 

定理 3.4 设 p: G 一 GLOTV) 与 7r: GGL(W) 是 拓扑 群 避 
的 黄 个 不 可 约 线性 表示 ,Xs 与 和 分别 是 它们 的 特征 标 . 对 x EG， 
Prz) 一 (JiCzyjisnsn 与 zz) 一 (Entries 分 别 是 对 应 的 二 阶 
与 严 阶 本 矩阵 , 则 有 下 列 正 交 关系 成 立 : 


[ep got ~ 0， p 关 fr 时 ， 
ce fatx)dr = T8460y, p 兰 rz 时 . 
进一步 还 有 
[ec zdz = 1，p 兰 r 时 ， 
[zcey EDdz =- 0 pg rH. 


证 明 设 A 是 nxXm- 甜 阵 ,考虑 表达 式 | pfz)4rCz)-adz， 这 


基 一 个 nXm- 秆 阵 , 其 中 每 个 元 素 是 矩阵 ptx)Ar(zx) 的 相应 位 
置 上 的 元 素 ( 它 们 都 是 6G 上 连续 谓 数 ?的 积分 . 对 每 个 yEG, 有 


py) [oc Aare) dz) roy) 一 |eomarozy-az 
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一 |ecearco dz. 


当 oz 时 ,可 设 p=z. 由 于 与 所 有 惩 阵 可 交换 的 阶 矩 阵 只 有 纯 
量 阵 , 因 此 上 述 等 式 表明 [p(x)ApCz) -dr 一 al, 其 中 是 纯 量 ,I 
是 := 院 单位 矩阵 . 但 是 
ne 一 tr joc ap) de] 一 [rr pr Aotr) 1) dz 
= Jircaydz = trtA), 
所 以 a=Ttr(A). 考虑 到 p(x)-' 二 pCz)T, 取 4=e;; 妈 4 的 第 j 
行 第 : 列 元 素 为 1 ;其余 元 素 全 为 0, 于 是 我 们 得 到 
se uz)dz — Todx. 

因为 (xz) 二 >)f(z) ,上面 的 等 式 表 明 

| Xe 人 zydzr = 1. 

当 p5er 时 ,如 果 把 je(z)4rCz)-'dz 看 作 从 也 到 了 Wy 的 一 个 

线性 映射 ,由 于 与 仇 是 不 同 构 的 单 模 ,根据 Schur 引 理 ,有 

pc) ar dz = 0. 
注意 到 rr) 1 一 rtzx)7, 取 刀 二 ey: 我 们 有 

| 六 en gutrydr = 0. 


又 因为 Xekz) 一 >) PCz) 和 tiCz) 一 >8aCr)， 所 以 
i=1 2] 


[xe) rrMdzr=0. | 
设 4 是 拓扑 群 G 的 互 不 同 构 的 不 可 约 线性 表示 的 特征 标的 
集合 ,定理 3. 4 告诉 我 们 ,4 是 G 上 正规 正 交 的 函数 组 . 对 于 如 的 
任意 一 个 线性 表示 p, 有 
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i Dm 
其 中 mm 是 非 负 避 数 ,XE A,1<i<n 
me 一 fx rdzr 
是 x 关于 函数 组 A 的 Fourier 系数 ,并 且 有 
Dm = [ae Xo dx, 
因此 ,线性 表示 p 不 可 约 的 充分 必要 条 件 是 
(x) zydaz =1. 


为 了 证 明 重 要 的 Peter-Wey] 定理 ,我 们 必须 做 一 系列 准备 工 
作 . 

设 妆 是 定义 在 妃 上 两 个 变量 的 连续 实 函 数 , 对 z,yEG 有 
kCrz,y) 一 kCy,T). 沽 虑 积分 方程 


rz) — 2dz,y) pdy, 


函数 Cz,y) 称 为 这 个 方程 的 核 ,实数 4( 关 站 为 有 x,y) 的 特征 值 ， 
连续 实 函 数 gw 去 0) 为 有 zy) 的 属于 特征 值 * 的 特征 函数 , 易 证 ， 
属于 特征 值 的 (xr,y) 的 所 有 特征 晒 数 以 及 恒 等 于 零 的 函数 一 
起 成 为 一 个 有 限 维 实 向 其 空间 只 ,我 们 把 RR 的 维 数 称 为 特征 值 A 
的 重 数 ,并 且 属 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 是 互相 正 交 药 . 把 属于 每 
个 特征 值 4 的 特征 子 空间 R 中 任意 取出 的 正规 正 交 基 合 并 在 一 
起 ,得 到 一 个 正规 正 交 的 郴 数组 , 称 为 上 zy 的 特征 函数 的 基础 
组 . 若 由 ，…… 旬 是 三 ;y) 的 特征 函数 的 正规 正 交 组 ,分 别 属于 特 
征 慎 各,…, 训 (可 以 相等 ), 则 可 证 明 
>) (ep < | ce) dy, 
> < ice, drdy. 
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我 们 把 证 明 作 为 练习 留 给 读 痢 ,如 何 具体 构 作 k(x,y) 的 特征 函数 
的 基础 级 ,是 一 件 十 分 繁琐 的 工作 ,我 们 不 在 这 里 装 述 ,读者 可 以 
参考 [P11§ 30,C. 设 
机 

是 核 &Czyy) 的 特征 范 数 基础 组 , 郴 数 % 属于 特征 值 (mr 一 士 1， 
士 2,…")， 使 得 两 组 序列 ao 和，… 与 一 -一 人 :都 是 不 降 的 话 
列 .那么 我 们 可 以 证 明 下 面 有 用 的 

命题 3.5 ” 设 &(z,y) 如 前 所 述 ,g 是 G 上 的 连续 函数 , 则 函 
数 f(z) 一 4Cz,y)g(y)dy 分 解 成 一 致 目 绝对 收敛 的 级 才 


Cr) 一 > Cz), 


其 中 内, 如，… 是 kx,y) 的 特征 画 数 . 
证 明 设 t8jezm 是 &tzyy) 的 特征 函数 的 基础 组 ,2 一 


| g(r) Hz)dx 是 函数 g 关于 基础 组 的 Fourier 系数 , 则 函数 上 关 


于 这 个 基础 组 的 Fourier 系数 是 | f(a)Rrdr— 和 iE (0}. 
es 


(5D 


<( Bec, 

作为 阴 数 g 的 Fourier 函数 ,它们 的 平方 和 所 成 的 级 数 是 收 俩 的 ， 
因此 对 任 给 正 数 存在 充分 大 的 志 , 使 得 当 i 取 任意 有 限 组 指标 且 
这 些 指标 都 超过 户 时 ,和 了) 多 <。. 又 因为 函数 |(&Cz,y)) ay 
是 有 界 的 ,根据 Cauchy 收敛 法 则 ,级 数 

>, pe) 
是 一 致 旦 绝对 收敛 的 . 设 六 是 这 个 级 数 的 和 ,是 G 上 任意 的 连 
续 函 数 , 则 有 
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| [rm- > AP) — 之 和 cjacodr 
= (kc,») Se 


PDE | gn)h ydrdy, 
当 Le 29 一时， 由 上 式 可 得 
ee — 户 (zzdz 一 0， 


从 而 /一 请 =0, 即 太一 关 ， 上 

例 1 继续 42 例 1] 的 讨论 , 考 总 实 吗 数 (zx) 一 e”™,zER， 
nmEZ ,显然 和 Cr) 的 周期 是 1, 因 此 可 以 作为 定义 在 天 二 的 函数 . 容 
易 验 证 ,了 王 数 组 {B(x)),ez 是 天 上 正规 正 交 的 沙 数 组 . 

定义 3.6 设 和 是 定义 在 G 上 实 函 数 的 集合 (或 复 函 数 的 集 
合 ), 若 对 于 G 上 每 个 实 函 数 (或 复 函数 ) 了 上 及 任 给 正 数 e, 存 在 和 
中 函数 记 ,… ,ff 及 实数 (或 复数 )m ，… ,a ,使 得 


[Ff — Deaf |<e, zeo, 
1] 


出 称 4 为 一 致 完全 函数 组 . 

定理 3.7(Peter-Weyl) 在 拓扑 群 G 的 全 部 互 不 同 构 的 不 可 
约 线性 宕 示 ( 在 适当 选取 基 下 } 所 对 应 的 酉 矩阵 中 ,作为 元 素 出 现 
的 连续 函数 声 的 全 以 所 成 的 集合 4 是 一 致 完全 的 复 函 数组 . 

证 明 设 上 是 上 上 实 函数 ,满足 入 z- 二 k(xz). 考虑 方程 


x) 一 Ee Py) dy. 


设 是 所 有 形 各 iz"!y) 的 核 的 全 部 特征 攻 数 的 集合 , 则 可 证 作 
是 一 至 完全 的 实 函 数组 . 
设 了 是 CG 上 任意 的 实 函 数 , 由 于 紧 致 群 上 连续 画 数 一 定 是 一 
致 连续 的 ,因此 对 任 给 正 数 s, 存 在 的 恒 等 元 1 的 邻 域 UU 使 得 
z OoED 时 有 
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[Fx Oo— Fy) | < ef2, 
且 U'i=U. 设 站 为 恒 等 元 1 的 邻 域 使 得 了 CE , 则 由 Ypmcou 引 理 
《 见 附录 A 中 命题 A. 10(4)) ,存在 G 上 连续 函数 g: G 一 [0,1]， 
当 zEVFHgtz) 一 1 当 xEG 一 UU 时 g(xz) 一 0. 令 忆 (z) 一 
a(g(z)+g(z-!)) ,其 中 是 使 | r(x)dz 一 1 的 正 实数 . 函数 到 (z) 
只 在 上 不 恒 等 于 零 ,是 满足 (zx) 一 k(xz-!) .再 令 
f(r) 一 忆 {xly) f(y)dy, 
则 存 
[F(z) ~ rz)| = [fey) (fy) — fz)) dy 


由 命题 3. 5 ,函数 产 可 分 解 成 一 致 旦 绝对 收敛 的 级 数 
f(t) = 十 十 ， 
其 中 gg 是 (ziy) 的 特征 函数 ,i 二 1,2,…. 因此 存在 充分 大 的 
使 得 
Fr) 一 P(r) 
满足 
| | .Per — frr) | < ef2, 
于 是 | 
[fry — fz) | < 
即 是 一 致 完全 的 实 晴 数组 . 
其 次 ,以 如 表示 局 的 所 有 线性 表示 所 对 应 的 本 矩阵 中 作为 元 
素 出 现 的 连续 函数 全 体 所 成 的 集合 ,我 们 可 以 证 明 各 蚌 一 致 完 全 
的 复 饥 数组 . 为 此 只 要 证 明 : 对 于 任意 的 (x !1y) 的 属于 特征 慎 4 
的 特征 子 空 阅 的 正规 正 交 基 {g (Cr) ,…- ,BCx)}) 痢 可 以 用 A 的 函数 
线性 表示 . 
设 qz) 满足 方程 
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HHT) 一 rly) ?dy， 
风 对 任意 的 aEG,gkaz) 也 满足 上 述 方程 . 因此 ,函数 pCax),…， 
和 (aT) 可 由 加 (x7),… (7) 线性 表示 , 即 有 
(ar) 一 Desa pe). 
进一步 因为 本 
|scemwlardz = {ap = 6 
所 以 { 负 Car) ,Caz)} 也 是 一 个 正规 正 交 基 , 从 而 矩阵 g (x) 二 
{gitx)) 是 可 逆 的 ,并 且 有 
gu(a) = acan pde 
是 G 上 连续 函数 , 注意 到 对 任意 的 a,5EG, 有 
RCabr) = Dabyg ts), 
冯 pe 
Rapbr) = Seam) 一 Sl Spa ey bp), 
因此 有 
gijCaB) = Dea (egy) ， 


即 
EA) = ga)ew). 
于 是 g 定 六 了 的 一 全 线性 表示 ,有 所 有 函数 g.:E A'. 特别 , 取 * 一 
1 时 ,有 
Ria) = Daa) nl), 
如 {Pp (x) a 1 CT) ;可 以 用 A 的 函数 线性 表示 ， 
最 后 证 明 的 每 个 函数 都 可 以 用 A 中 的 疯 数 线性 表示 . 显 


然 ,ACA. 设 是 必 中 任意 酒 数 , 则 存在 G 的 一 个 复线 性 表示 p， 
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P(X) 一 (fi(z)) ,使 得 是 函数 无 ;中 的 一 个 .于 是 存在 矩阵 耳 使 
得 

ptr) 一 也 (z)T 1， 
其 中 D(x) 一 diag( PCY) ,BX)) 是 分 块 对 角 短 阵 , px) ,…， 
PT) 是 G 的 不 可 约 线 性 表示 对 应 的 西 第 阵 ,它们 的 元 素 都 是 4 中 
函数 . 因此 p 可 以 由 4 中 函数 线性 表示 . | 

推论 3.8 设 zEC 且 xz 天 1, 则 存在 如 的 不 可 约 线性 表示 pp， 
使 得 pCx) 不 是 单位 矩阵 . 

证 明 ”因为 xz 天 1, 由 Ypureog 引 理 ,存在 人 上 连续 函数 了 使 得 
Cz) 关 A1), 设 若 不 然 , 即 对 避 的 每 个 不 可 约 线性 表示 p 有 p(x) 
二 pt1), 则 对 于 3 中 所 有 的 请 数 fj 有 f(x) 二 (17, 因此 不 可 能 
用 4 中 函数 的 线性 组 合 来 退 近 f ,这 与 Peter-Weyl 定理 了 矛盾， 和 

Peter-Weyl 定理 告诉 我 们 : 4 张 成 G 上 复 连 续 函 数 空间 
多 cfG) 的 一 个 稠密 子 空间 . 

令 王 是 G 上 所 有 不 可 约 复线 性 表示 的 特征 标的 集合 , 则 三 张 
成 G 上 复 连 续 类 函数 空间 FekG) 的 一 个 稠密 子 空间 ， 

定理 3.9 对 于 定义 在 G 上 的 每 个 复 达 续 类 函数 上 及 任 给 正 


数 s, 存 在 具有 复 系 数 的 线性 组 台 产 (z) 一 Pair), 使 得 


If — fn) | < 

其 中 EB,aEC,i 一 1l;'"*sn,， | 

推论 3, 10 设 z,yEG 是 两 个 不 共 轿 的 元 素 , 则 存在 G 的 不 
可 约 复线 性 表示 的 特征 标 XX, 使 得 xX(x) 关 xX(y)， 1 

定理 3. 9 与 推论 3. 10 的 证 明 本 质 上 与 定理 3.7 与 推论 3. 8 的 证 
明 是 一 致 的 ,我 们 把 它们 作为 练习 留 给 读者 ,也 可 以 参考 [P1] 
§ 33 的 定理 34 与 定理 35. 

定理 3.11 者 G 是 交换 拓扑 群 , 则 G 的 每 个 不 可 约 线性 表 
示 是 1 次 的 ,从 而 不 可 的 线性 表示 6 与 它 的 特征 标 x 是 一 致 的 . 

证 明 设 e 是 一 个 不 可 约 线 性 表示 , 与 每 个 ptz) 可 交换 的 矩 
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阵 一 定 是 纯 量 阵 , 但 是 不 可 约 的 纯 量 阵 一 定 是 1 阶 的 ,因此 定理 成 
立 ， | 
例 2 平面 上 的 旋转 群 C-. 
如 果 用 r。 表示 平面 上 绕 定点 旋转 a 角 , 对 于 交换 群 C., 它 的 
不 可 约 线性 表示 都 是 1 次 的 ,特征 标 由 
Vr) 一 er， ntEZ 
给 出 ,并 且 
1 r* 
27Jo 
给 出 特征 标 之 间 的 正 交 关系 . 设 了 上 是 以 2r 为 周期 的 复 连续 函数 ， 
则 三 的 Feurier 展开 为 


十 泡 


ea "ewdo 一 全。 


Im 


+ 2 
ge) = > Xf ,= 本 元 se wf lada, 
例 3 二 面体 群 DPD... 
保持 平面 上 原点 不 动 的 旋转 与 反射 所 成 的 群 D.. 中 , 设 x 是 
绕 原点 旋转 a 角 ,s 表示 关于 过 原点 的 直线 的 反射 , 则 x, 与: 满足 
关系 式 
5] wz 一 
因此 ,DD 中 元 素 可 以 唯一 地 写成 1 或 srs 的 形式 . 设 是 D._ 上 复 
连续 函数 , 它 在 石 - 上 的 积分 是 
了 


页 
[fdr = 去 | fr)de + 去 | flsr)da, 


与 D; 的 情形 相 类 似 ( 见 第 二 章 §5 例 4) ,五 .有 两 个 1 次 不 可 约 
线性 表示 ,它们 的 特征 标 是 


也 .还 有 一 族 2 次 不 可 约 线 性 表示 {fp 中 } rn 一 1,2,…}, 它 们 在 适当 
选取 的 基 下 ( 见 第 二 章 8 5 例 3) 的 矩阵 是 
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ina 


名 站 i D ei 
‘(sra) = | . ， 
0 » 2 [om b 


所 一 me 


fr) 一 


对 应 的 特征 标 如 (二 1,2,) 有 
gray 一 2c03 Ma Ylsre) = 0. 

例 4 设 互 与 六 是 两 个 丘 扑 群 ,G= 互 xx 六 是 它们 的 拓扑 
积 . 若 5 与 分 别 是 五 与 N 的 不 可 约 线性 表示 , 则 pr 是 G 的 不 
可 约 线性 表示 , 它 的 特征 标 X, 对 任意 的 XE 及 yEN, 有 XCzx， 
7 一 XCz)Xity) ,并 且 G 的 每 个 不 可 约 线 性 表示 都 可 以 用 这 种 方 
法 构 作 出 来 . 

例 5 和 群 姜 的 不 可 约 线性 袁 示 的 特征 标 . 

群 Ds 是 由 Ds 及 关于 原点 的 反射 + 生成 的 ,因此 Dn 是 DD。 
与 1={1,t#} 的 积 , 它 的 元 素 可 以 唯一 地 写成 下 述 四 种 形式 之 一 ，: 

ro Stos fros tsrs, 


对 于 定义 在 Daw 上 的 复 连 续 函 数 f, 它 的 积分 是 
Treeaz 一 去 | reroae + 去 | flsrde 


1 Fi d 1 2 1 
十 经 ]。 frdda 十 奈 |。 ftsr yda. 


与 Dj 的 情形 相 类 似 ( 见 第 二 章 85 例 3). 对 于 万 -的 每 个 不 可 
约 特征 标 x%, 怡 好 定义 了 Dw 的 两 个 不 可 约 转 征 标 Xp 与 %y: 


例 6 继续 8 2 例 1 和 本 节 例 1 的 讨论 . 考虑 1 阶 矩阵 6 ”(z) 一 
(Cr)) ,Pp 中 是 群 下 的 线性 表示 ,特征 标 就 是 和 Cz). 由 于 不 存在 
与 所 有 ei*“ 都 正 交 的 正规 函数 ,因此 {6 中},cz 就 是 K 的 全 部 不 可 
约 线性 表示 . 
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习 是 

1、 证 明定 理 3. 9 与 推论 3, 10. 

2 设 安 是 交换 的 紧 致 Hausderff 拓扑 群 o 是 四 的 1 次 不 可 
约 线性 表示 , 则 对 于 每 个 zxEG 有 |p(x)|=1. 

3. 设 如是 Hausdorff 拓扑 群 ,G 的 开 集 基 中 存在 最 小 基数 的 
开 集 基 , 这 个 最 小 基数 称 为 上 作为 拓扑 空间 的 权 . 试 证 明 ， 当 如 
是 紧 致 拓扑 群 时 ,G 的 不 可 约 线性 表示 的 同 构 类 的 集合 的 基数 等 
于 GG 的 权 . 

4， 设 此 是 紧 致 Hausdorif 拓扑 群 ,f 是 G 上 平方 可 积 的 连续 
并 数 ,&- 是 GG 的 互 不 同 构 的 不 可 约 线 性 表示 的 特征 标的 集合 , 记 
XeE 4 与 了 的 卷 积 

(Xx 门 Cz) 一 Jz yir) dy. 
证 明 
(1》 f(z) 一 这 jdy(X# 门 (z) 是 f(x) 的 Fourier 展开 ,其 中 
XE - 
cx 表示 XX 所 对 应 的 不 可 约 线性 表示 的 次 数 ; 

(2) 设 (Wlz)) 是 所 对 应 的 不 可 约 线性 表示 在 适当 选取 枯 

下 的 西 矩阵, 则 Plancherel 公式 


J 
T 
(ren baz = Dd Df 和 yd 
_ KE 有 一 
成 立 . 


$4 局 部 紧 致 的 拓扑 交换 群 


本 节 所 考虑 的 拓扑 群 都 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 . 由 

于 交换 群 C 的 不 可 约 线性 表示 都 是 1 次 的 ,在 适当 选取 基 后 对 诬 

的 矩阵 是 下 矩阵 ，1 阶 查 矩 阵 愉 好 是 模 为 ] 的 复数 ,因此 交换 群 G 

的 不 可 约 特 征 标 都 是 从 忌 到 的 拓扑 群 同 态 . 由 81 例 3 中 (1) 
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知 , 乘 法 群 S: 同 构 于 加 法 群 下 一 R/Z, 如 果 我 们 把 局 部 紧 致 的 
Hausdorff 交换 群 G 的 运算 用 加 法 来 表示 ,那么 5 的 每 个 不可 约 
特征 标 xX 都 是 拓扑 群 同 态 
xX: GC K. 

从 而 GG 的 所 有 特征 标的 集合 它 通 过 定义 加 法 

(at+ PCr) = a(r) t+ her), rEGaPEG 
成 为 一 个 群 , 它 的 恒 等 元 9 恰好 是 G 的 单位 表示 的 特征 标 ,通常 
称 为 G 的 特征 标 群 . 进一步 定义 妃 的 恒 等 元 0 的 邻 域 


UF,e) 一 Ix€ 6| ]XKzry] ey rE 下， 


其 中 8 是 任 给 正 数 ,F 是 G 的 任意 蛇 致 子 集 , 则 所 有 这 样 的 邻 域 
UCF,E) 的 集合 写成 为 的 恒 等 元 0 的 完全 邻 域 组 .我们 拒 具体 的 
验证 作为 练习 留 给 读者 ,作为 例子 仅仅 验证 "满足 $1 中 命题 1. 3 
的 <1), 设 UF ,UCF;,e) ES ,NUCLUF;,min(e,e))E 
有" ,并 且 UFU Fs min(e ,es)) CUCFI EN) NU 0). 因此， 
也 是 一 个 交换 拓扑 群 ,又 称 为 G 的 对 侦 群 . 

为 了 证 明 下 面 的 一 系列 命题 ,我 们 先 引 入 一 些 记 号 . 由 于 在 实 
数 的 加 法 拓扑 群 六 上 采取 通常 的 拓扑 ,在 典范 映射 x: ER 一 = 
R/Z 下 ,天 是 一 个 紧 致 拓扑 群 , 对 每 个 下 整数 有 ,定义 


Wi = (acw la < R,ld| 之 去 )， 


使 得 开 沫 久 1 Wi,… ,Wi,… 组 成 加 法 群 下 的 恒 等 元 0 的 完全 镶 
域 组 . 并 且 窒 易 证 骨 : 对 任意 的 xEK, 当 a€EWi,20E Wi ,ka€ 
Wi 时 ,一 定 有 aE Wi. 进一步 ,对 任意 的 拓扑 交换 群 G, 对 任意 的 A 
CG, MCK, 定 义 
UCAM) = {a € Glatd) C Mi, 

于 是 所 有 形 如 UCF ,Wi) 的 集合 的 集合 也 构成 避 的 恒 等 元 0 的 一 
个 完全 邻 域 组 ,其 中 FCG 是 紧 致 的 . 

命题 4.1 车 G 是 紧 致 交 换 萍 扑 群 ; 则 如 是 离散 拓 扩 群 ;又 
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若 扣 是 离散 交换 拓扑 群 , 则 仿 是 紧 致 拓扑 群 . 

证 明 若 群 G 紧 狼 , 则 避 的 恒 等 元 0 的 完全 邻 域 组 中 有 一 个 
邻 域 吕 =U CG,W1) ,这 里 丈 ,WP …: 是 加法 群居 的 恒 等 元 
0 的 完全 邻 域 组 . 设 XED, 则 对 任意 的 zEC 及 任意 的 正 整数 二 ， 
由 RXCr) 二 XA}EWi, 有 XEW4 从 而 XC(z)==0; 即 = {0})， 
因此 如 是 离散 群 . 

若 群 G 离散 ,考虑 了 一 中 K-, 它 是 紧 致 的 ,并 且 对 每 个 ET， 
通过 ae(z) 一 a(KDCzcEG) 把 了 的 元 素 看 作 是 定义 在 G 上 的 函数 . 
于 是 

G= {a€ETIlatrt yy) = er) oly) ,ry EG) 
是 工 的 闭 子 群 ,从 而 是 紧 致 的 .注意 到 离散 群 G 中 每 个 紧 致 集 是 
有 限 集 ,通过 了 诱导 的 马上 的 拓扑 与 扬 所 定义 的 拓扑 是 一 致 的 ， 
i 

命题 4.2 设 人 是 局 部 紧 致 的 交换 拓扑 群 , 则 它 也 是 局 部 紧 
致 的 交换 拓扑 群 . 

证 明 设 V 是 G 中 具有 紧 致 闭 包 的 零 的 邻 域 ,必须 证 明 健 中 
恒 等 元 0 的 邻 域 UG,W,) 的 闭 包 是 紧 致 的 ,但 UC ,W)CU GT， 
丈 ,) ,因此 ,只 要 证 明 避 (F, 玉 的 紧 致 性 .在 G 中 引入 离散 拓扑 ， 
以 上 ,表示 这 样 得 到 的 离散 群 ,以 U* (VF, 矶 ,) 表 示 满 足 条 件 a* (7) 
写 丈 ,的 群 刀 .的 所 有 特征 标 a' 的 集合 .对 任意 的 正 整 数 率 ,选取 局 
的 恒 等 元 0 的 邻 域 Y' 使 得 kV'CV. 对 每 个 xEV' ,由 ka' (xz) 一 
a (hE)EWCW, 有 a CEWG 妈 Na (VYCW,, 从 而 a 在 G 
上 连续 , 因此 有 要 (7 证 ,) 一 17, 评 ,) ;并 且 

=[ v(t }, 邢 ,) 
是 闭 集 的 交集 ,因此 好 ,而 由 是 人 ,中 闭 集 . 

最 后 只 要 证 明 从 宫 与 从 它 . 所 请 导 的 集合 U{, 形 ,) 上 的 拓 

扑 是 一 致 的 ,就 证 明了 UIT , 矶 ,) 的 紧 致 性 , 对 于 aEU 


Vy， 
在 由 避 诱 导 的 拓扑 中 ,a 的 令 域 为 a 二 UCF,WDCU{T , 斌 ， 
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中 天 CG 是 紧 致 的 , 而 由 后 .诱导 的 拓扑 中 ,的 邻 域 为 w 十 (4， 
CE IT 证 ,其 中 ACG, 是 有 限 集 .因为 有 限 集 是 紧 致 的 ， 
所 以 第 二 种 形式 的 每 个 邻 域 含有 第 一 种 形式 的 基 邻 域 . 进一步 可 
以 证 明 第 一 种 形式 的 每 个 邻 域 含有 第 二 种 形式 的 邻 域 ,从 而 这 两 
种 拓扑 等 价 . 对 于 固定 的 下 与 到 由 aEErtE 丈 及 “十 二 扰 
UV ;所 以 "EU"(T, 歼 :) .选取 局 的 恒 等 元 0 的 邻 域 
使 得 中 VC ,由 于 对 每 个 了 ETV 2 有 (zx) 一 7 (2h)E 和 CW， 
有 8 CE Wa;y 即 "(VYCWa 其 次 , 形 如 4 十 VY"ta EF) 的 开 和 集 
全 体 覆 盖 fF, 因 此 存在 有 限 集 4CCF 使 得 FCA++V', 假 定 
Ee* EU A Wa), WE CFICE (CAVI CWat WaCW,:p 
EOFWA). 此 外 站 二 (ga 十) 一 wy 而 a 十 8* 与 都 在 
tr 有, 环 ) 中 ,都 是 连续 的 ,因此 $¢* 连续 ;从 而 $f* EUCF,WWD) :这 
证 明了 两 种 拓扑 的 等 价 性 上 

例 1 (1) 无 限 循环 群 工 的 特征 标 群 2 天 ,其 中 天 是 加 法 
群 . 

因为 XE 由 Xm) 二 na 给 出 ,其 中 天马 了 ,2E 玉 ,所 以 由 X% 一 
X(1) 一 < 给 出 单 射 2 一 天 ,其 道 映 射 天- 人 镀 由 af 为 给 出 ,其 中 
XC1)=aEK,. 

(2) > 阶 循环 群 Z, 的 特征 标 群 2 过 2,. 

(3) 拓扑 群 KK 的 特征 标 群 廊 衬 Z. 

拓扑 群 玉 的 每 个 子 群 N 或 者 等 于 兵 , 或 者 是 = 阶 箱 环 群 . 考 
虑 典范 聊 射 ca 有 -天 一 R/Z, 那 么 这 个 循环 群 由 形 如 | 二] (p= 
0,1,… ,一 1) 的 元 素 组 成 . 群 下 的 自 同 构 只 有 两 个 ， 便 等 映射 z 
rz 及 求 道 映射 z 一 一 zx. 于是, 群 下 的 特征 标 X 可 以 表 成 XCz) 
二 mx Cm 蕊 Z) 的 形式 . 考虑 由 zr rr 各 给 出 的 映射 ZF 一 外 ,其 中 
XnCT) 一 mz;XEKK, 设 N 一 KerxCK. 若 NN 一 K, 则 X=xXoyXolz)== 
0,z€ KK. 若 NN 是 7 阶 循环 群 , 则 玉 /N== 民 ' 与 玉 同 构 , 但 尺 只 有 
两 个 自 同 构 ,因此 X=% 与 X 一 7 一 1 2 于 是 于 Frxo 是 一 
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个 辣 榴 ， 

(4) 实数 加 法 群 六 的 特征 标 群 衣 宇 RR. 

设 XE 良 , 则 Xtz) 一 dz(qd ,zxER) 是 由 实数 d 决定 的 , 记 为 x 
于 是 由 了 一 入 给 出 映射 R 一 息 设 和 NN 一 KerX. 车 N= 二 R, 则 X=%. 
若 入 了 关 RR, 则 AN 中 有 最 小 正 数 1 使 得 N 是 由 z 生成 的 无 限 循环 群 ， 
从 而 RA/N 与 K 同 构 , 但 只 有 两 个 自 同 构 , 因 此 X=X1 与 X== 
Xl,t 人 有 R-. 于 是 4 mxs 是 一 个 同 构 ， 

定 4.3 设 4 是 拓扑 群 G 的 子 集 , 则 

At= IX €E GIXCA) = 0} 

称 为 4 在 避 中 的 零 尼 子 ， 

下 面 讨 论 对 侦 群 的 若干 性 质 ， 

命题 4.4 设 G;Gs 是 拓扑 交换 群 ,对 ETEG( 二 1， 
2 网 由 BCXL We) Cr ya) 一 袍 (十 XCrz) 定 半 的 觅 射 六 ; Gi Xs 


一 G7XG, 为 拓扑 群 同 构 ， 


证 明 设 VEGYG,, 取 各 Gr) 一 $Cx110) (Crs) 二 $00,z2)， 
则 交 二 和 ,Xe) ,从 而 8 为 满 射 ,于 是 易 知 8 是 群 的 同 移 . 
车 UF,e) 是 G7XG 的 恒 等 元 (0,0) 的 令 域 , 令 FF 为 在 Gs 
的 投影 ,出 
eof PP, 二 | x ul FE core 
友之 ,车 UR,s) 为 避 的 慎 等 元 0 的 争 域 ,i 二 1,2. 令 6 一 
min(e er) FF = CF ,0}U CQ, Fo) ,i 
UCF,e) COUCR ,ee) x UCFs,e2))., 
于 是 8 是 同 肛 ， 
命题 4. 5 设 玉 是 拓扑 交换 群 G 的 子 群 , 则 有 拓扑 群 同 构 ， 
(1) GHEEH!, 
(2》 当 五 是 并 子 群 时 ,G/FHl 守 碌 ， 
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证 明 (1) 由 典范 同 态 74: G-G/ 殖 定义 映射 元:G7 闻 -= 它 


使 得 上 ->E .x 是 一 个 群 同 态 . 我 们 必须 证 明 元 给 出 了 C7 丫 到 H+ 
的 同 构 . 设 8E HL, 由 于 4(H) 一 0,4 在 群 G 关 于 子 群 电 的 每 一 个 
陪 集 上 取 常 值 . 因此 存在 群 同 态 &: G/ 电 ->K 使 得 t= 二 £。 x 为 了 


证 明 teE C78, 只 要 证 明 是 连续 的 . 对 于 加 法 群 太 的 恒 等 元 0 
的 邻 域 W, 由 于 是 连 续 的 ,存在 H 的 (也 是 己 的 ) 恒 等 元 0 的 邻 
域 V 使 得 EV)CWi; 因 此 有 G/B 的 恒 等 元 0 的 邻 域 xCV) 使 得 


E(x(VDCECV)CWws. 这 样 ,我 们 已 证 明了 (G7 总) 一 H+ 又 因 
六 Kerr 二 x(G)+ 二 (G/BH)}+ 二 0), 所 以 zt 是 抽象 群 同 构 . 最 后 要 
证 明 元 是 开 映射 , 设 17( 巨 ,WA 是 G7 良 的 恒 等 元 0 的 邻 域 , 取 G 的 
具有 紧 致 团 包 的 任意 邻 域 避 ,G/E 中 紧 致 子 集 忆 含 在 有 限 个 开 集 
rn 十 1 的 并 集中 心 EGT<SESE 取 下 一 [insT 切 是 G 的 紧 


致 子 集 使 得 xCF) 忆 EE. 现 设 YEHINU(F,W,) , 则 存在 EG/ 
使 得 t= 二 。x. 于 是 (EE)CCE 。z) (Fj) 一 ECF)CW4, 从 而 EE 
UE,WD) 及 aUCE, WD) DH+NUCE WA ,WM x 是 开 映 射 ， 

(2)》 考虑 和 贡 入 映射 i 日 一 Gi:G> 坟 使 XX -i 由 Kert 一 
红 五 ) 一 五 1 ,我 们 只 要 证 明 : 是 开 且 满 的 拓扑 群 同 态 . 设 3 所 广 
是 子 群 五 的 任意 特征 标 . 因为 互 是 开 的 ,所 以 G 到 玉 内 的 每 个 
抽象 群 同 态 X, 若 在 百 上 与 ?一致 的 请, 一定 是 连续 的 .因此 我 们 
只 要 扩充 ?7 为 抽象 群 刀 的 同 态 ,对 堪 和 相互 , 令 呈 = 
U (zz 十 在) , 若 对 一 切 zz22,zz 入 再 , 则 令 Cnr 十 有 ) 二 Ch) 下 


Enez 若 存在 最 小 正 整 数 上 使 得 kzE 互 , 则 存在 * 所 天 使 得 
让 2 一 和 (区) ， 从 而 令 训 (nz 十 A 二 nz 十 2906) ,hE 日 JnEZ, 这样 把 7 
扩充 到 五 ,上 .用 Zorn 引 理 ,就 把 ?扩充 为 抽象 群 召 的 同 态 .于 是 : 
是 满 同 态 , 从 而 是 抽象 群 的 同 构 . 
现在 证 明 同 态 # 是 开 映 射 . 设 了 是 五 的 恒 等 元 0 的 邻 域 使 得 
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太 是 紧 致 的 . 令 芝 =IF,H) 是 它 中 恒 等 元 0 的 对 称 邻 域 ,U7" = 
7(P, 克 则 是 声 中 恒 等 元 0 的 对 称 邻 域 , 则 iD 一 芝 . 令 
G =0U2U0U…, =UU 20 Up…， 
则 江 人 1) 一 疡 .由 本 章 $ 1 习题 13,;1e 是 开 映射 ,从 而 ; 是 开 映 射 
| 
对 于 的 特征 标 群 局, 也 可 以 定义 右 的 特征 标 群 台 . 于 是 对 每 
个 xEG, 通 过 定 广 (Cz): 安 一 民 ,X PX(z) ,得 到 一 个 映射 
8B:0O—E. 
命题 46 5: G-> 恨 是 连续 同 态 . 
证 明 ”对 任意 的 ,XE€ 安 ,因为 
CYLT+ I= (XI) = Xr) + 7) 
= Cr) XD + STI XY), 
所 以 B(z) 是 安 到 天 的 抽象 群 同 态 . 又 因为 8C2) (Ur,Wi)) 纺 
Wu 所 以 S(zE 忆 对 任意 的 r,yEG,XE 亿 ,因为 
E(x NX y= Xr + XYy) 
Hx OCY) (X= Or Toy} OO ， 
所 以 3 是 G 到 包 的 抽象 群 同 态 . 最 后 证 明 3 是 连续 的 . 设 Ur 一 
UCB,Wi) 是 台 的 便 等 元 0 的 一 个 邻 域 ,其 中 下 是 局 的 紧 致 子 集 ， 
我 们 必须 找 上 测 G 的 恒 等 元 0 的 邻 域 UU 使 得 6C0DCU'. 任 取 避 的 
恒 等 元 0 的 邻 域 V 使 得 人 紧 致 ;, 令 WW 一 U (VF,Ww) ,由 于 
{X 十 泵 1XE 丐 } 构 成 盏 的 开 覆 善 ,我 们 可 以 选取 更 的 有 限 开 覆盖 
入 十 到 ,入 十 丈 . 设 所 是 如 的 恒 等 元 0 的 邻 域 使 得 和 (Fe) 己 
To 一念 攻 一 7 门 F 站 有 对 任意 的 XE 东 存在，1 
Er; 使 得 多 = 区 十 各 ;其 中 EW. 于 是 当 xEU 时 ,有 5Czx) (7) 
=XC0) XE Wa Wa = Wo TU. | 
命题 47 (1) 车 G 为 离散 交换 群 , 则 5:G 一 人 是 拓扑 群 同 
构 ， 
(2) 若 G 为 紧 致 交换 群 , 则 65: G 一 台 是 拓扑 群 同 构 . 
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证 明 (1) 设 万 是 G 的 有 限 生 成 子 群 ,根据 有 限 生成 Abel 
群 的 结构 定理 (例如 参考 [J1],p, 189) ,五 兰 mZ 四 也 ,其 中 2Z 二 
2 是 有 限 Abel 群 , 它 是 素数 寡 阶 循环 群 的 直 和 . 由 本 
节 习 题 7 及 例 1 中 (1), (2),(3) 知 6815: 电 > 玉 是 同 构 . 如果 对 每 个 
aEG,6(a) EC, 存在 G 的 有 限 生 成 子 群 矿 , 使 得 a€ 日 ,6(a)€ 
让 ,那么 5 是 同 构 . 

设 U 是 安 的 恒 等 元 9 的 一 个 邻 域 ,使 得 8Ca) UU)CW; 考 虞 
全 中 的 子 群 集合 4= {H+ | 五 是 G 的 有 限 生成 子 群 } ,由 于 Hi 从 
旭 Hi 二 (Hi 十 Ho) +, 当 Hi, Hs 是 有 限 生成 子 群 时 ,有 Hi 十 上 :也 是 有 
限 生成 子 群 ,因此 4 是 一 个 可 乘 集 . 又 因为 G 中 每 个 元 素 舍 在 其 
个 有 限 生成 子 群 中 ,所 以 4A 中 所 有 子 群 的 交集 为 10}. 再 考 圳 形 如 
【人 一己 ) 门 电 + 的 闭 集 的 集合 4 ,其 中 五 多 4. 显然 心中 所 有 闭 集 
的 交集 是 (@ 一 UU) 站 10}== 多 ,因此 在 4A 中 存在 有 限 个 子 群 Hi， 


.… ,HL 使 得 门 H+ CU .于 是 取石 为 包含 Hi 十 … 十 Hi 及 a 的 
i=1 


最 小 子 群 , 它 是 有 限 生 成 的 且 右 + CU. 因为 6x) CHT)CWi, 对 
任意 的 XE 及 任意 的 A6Ca)(X)= 二 60) (EX) EWis 所 以 
CCX 一 0, 从 而 8a) (B+) 二 0; 妈 54)€ (B11. 由 本 节 习 是 
11,6(a) EE 请. 

《2) 首先 证 明 5 是 单一 同 态 . 对 每 个 <EGye 天 0, 由 本 节 习 题 
2 ,存在 XE 它 使 得 Xia)? 关 0, 于 是 8Ca) (Xx) 二 XC(a) 关 0;8 是 单一 同 
态 . 再 注意 到 局 是 离散 群 ,由 (1),G 是 总 的 特征 标 群 ,对 于 XEC， 
作为 总 的 特征 标 时 ,XC6Ca)) 二 C2) CD 二 Xta) ,所 以 BCG7?L 一 GL 


和 
二 {0),. 但 是 命题 4.5(1) 汗 诉 我 们 ,G/CCG) 宇 56G)+ 一 10}; 因 此 
8(0) 一 辫 , 是 满 同 态 ， | 
定义 4.8 车 拓扑 菩 避 有 紧 致 子 集 下 ,使 得 下 生成 G, 即 
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G = 0} 


则 称 @ 是 紧 致 生成 的 . 
当 G 是 局 部 紧 致 的 莉 扑 交换 群 时 , 若 @G 是 紧 致 生成 的 , 则 存 
在 女 的 恒 等 元 0 的 邻 域 V ,使 得 六 是 紧 致 的 ;并且 


G=[ JatY Uo— Vv. 


命题 49 设 G 是 局 部 紧 致 的 拓扑 交换 群 ,fF 是 G 的 紧 致 子 
集 , 则 存在 紧 致 生成 的 开 子 群 媚 , 使 得 FF 之 HH. 

证 明 设 丈 是 如 的 恒 等 苑 0 的 邻 域 使 得 开 是 紧 致 的 , 邻 了 
二 VUEW+TF),U=VU( 一 让 是 0 的 对 称 邻 域 , 且 上 是 紧 臻 的 ， 
于 是 五 =UU2U0U… 是 所 求 的 G 的 子 群 ， 1 

如 果 我 们 把 实数 加 法 群 玉 ,加 法 群 反 及 离散 循环 群 Z 及 2, 以 
及 这 些 群 的 有 限 直 和 称 为 初级 群 ,那么 我 们 可 以 这 样 描述 紧 致 生 
成 的 局 部 紧 至 交换 群 的 结构 . 

定理 4.10 设 和 是 紧 臻 生成 的 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 
群 , 则 

(1) GG 的 恒 等 元 0 的 每 个 邻 域 了 中 必 会 有 紧 致 子 群 召 , 使 得 
商 群 G/B 是 初级 群 ; 

《2) G 订 以 务 解 成 紧 致 子 群 与 初级 子 群 的 直 和 ， 

《3) GE. | 

由 于 定理 的 证 明 涉 及 许多 拓扑 空间 知识 及 其 他 数学 知识 ,我 
们 不 准备 仔细 证 明 这 个 定理 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 TP1] 8 39 或 
[FIL] 第 三 章 $ 2. 

定理 4.11 设 G 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 , 则 CE. 

证 明 设 瑟 是 群 G 的 紧 致 生成 的 开 子 群 . 由 命题 4. 5,G7 丫 


宇 H+ ,又 由 命题 1.6,G/H 是 离散 拓扑 群 ,因此 五 上 是 紧 致 拓扑 

群 . 由 本 节 习 题 11, 衣 = (五 :+. 但 是 定理 4. 10 表 明 51s: 一 请 

是 同 构 , 由 命题 4. 7(1) 的 证 明知 让 UH1,W) 是 全 中 开 子 群 ， 
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nan(F UU {— F)), 


iCs 


所 以 8: G- 刀 是 拓扑 群 的 开 同 态 ， 

为 了 证 明 6 是 同 构 , 只 要 对 每 个 acEG, 总 可 以 在 G 中 找到 紧 
致 生成 的 开 子 群 矿 使 得 ae 五 ,taJcE 直 . 设 克 为 筷 的 恒 等 元 0 
的 邻 域 使 得 8(a) (GCCW 又 设 切 为 G 的 桓 等 元 0 的 对 称 邻 域 
使 得 可 ,是 紧 致 的 . 令 瑟 是 由 切 生 成 的 G 的 子 群 , 即 


De 


Hl) 一 LU sz， 


则 玉 7 二 G7 辣 , 是 紧 致 的 (因为 G/Hi 是 离散 的 ) ,由 本 节 习题 12, 在 
G 中 存在 zi1;… ,xs， 使 得 它们 在 典范 映射 司 王 GG/EHI 下 的 像 六， 
在 G/ 中 生成 子 群 互 : ,并 且 满 足 五 z 它 多 ,这 里 五 :是 万 ， 
在 G 中 完全 原 像 , 现在 取 五 为 紧 致 生成 的 包含 Di 及 元 素 ar 
的 开 子 群 , 则 互 :所 五 ,万 上 所 五 上 + 所 全 ,并 且 (a} (H+) 
SCa)gDC 从 而 对 任意 的 XE Hi,k(a) (CX) 一 8(a) (XX) EE 
Wik 二 402, 因此 Ba (H+) 二 (04, 寻 6C)ELHL)1= 有 .4 

以 下 几 个 命题 中 , 设 G 是 紧 致 的 ,或 局 部 紧 致 的 ,或 离散 的 
Hausdorff 交换 群 . 由 命题 4. ?7 和 定理 4. 11, 我 们 可 以 把 G 与 他 着 
作 是 同一 个 群 , 并 把 G 看 作 是 所 的 特征 标 群 , 即 对 每 个 x€G, 由 
zf) 一 YXfzroxEGey 定 多 了 群 妃 的 特征 标 . 

命题 4.12 设 右 是 局 的 子 群 , 则 琅 = 衣 ,从 而 日 = (H+)+. 

证 明 显然 玉 愉 .车 量 了 入 , 则 存在 aE 让 但 a 里 ,由 命 
题 4.5,H1 二 CG/ 及 .又 因为 在 G/H 中 含 a 的 陪 集 二 关 0, 由 本 节 习 
题 2, 存 在 &E G7 从 一 Hl! 使 得 $8) 二 (a) 关 0; 这 与 a€ 让 = 
iT) 矛盾， 1 

命题 4.13 设 妃 是 G 的 子 群 ,E 人 是 # 在 典范 同 态 人 -~ 
安 /H+ 下 的 像 . 间 x 世态 时 , 令 ECz) 二 (zr) , 它 不 依赖 于 的 选取 . 
则 BE 五 是 五 的 特征 标 , 在 这 个 意义 下 ,G/H+= 磋 . 

证 明 由 命题 4. 12,H 一 (HL1)1 一 /从 +. 但 是 ,z EH 作为 
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群 G/H+ 的 特征 标 与 作为 群 人 的 特征 标 之 间 的 关系 是 x(5) 一 
xf， 把 它 / 瑟 -作为 群 鼠 的 特征 标 群 ,由 上 述 关系 得 Exz) 一 
ECr). | 

由 此 可 见 ,命题 4. 13 是 命题 4. 7 的 推广 和 补充 . 

命题 4.14 设 瑟 是 G 的 子 群 ,XEG 且 x 六 囊 ,EE 坟 , 则 存在 
XE 人 使 得 Xs=#& 日 X(x) 才 0, 

证 明 由 命题 4. 13, 误 ==G/H1 ,存在 XES/H+ ,使 得 作为 
五 的 特征 标 就 是 设 为 是 陪 集 茸 的 代表 元 , 则 入 全 一 皇 着 和 (zz) 
关 9, 则 到 X= 二 计 妈 可. 否则 ,大 为 商 群 G/FH 中 售 z 的 陪 集 工夫 0 ,所 
以 存在 ?EC 从 一 及 上, 使 得 97(z) 到 0, 从 而 Cx) 一 9CE) 隆 0, 再 取 
XxX 二 入 十 ?7 即 可 上 上 

命题 4.15 设 f:G 一 Gs 是 拓扑 群 同 态 , 六 :全 ,一个 是 了 的 共 
斩 同 态 ( 见 本 节 习 题 1), 则 

《1) $=7; 

(2) 若 了 是 开 同 态 , 则 产 也 是 开 同 态 ; 

《3) 着 Hi 一 Kerf ,Hlmf, 则 Ker 了 一 Hi,ImfF CHL. 

证 明 {1) 由 于 名 二 厅 (1 二 1,2);y 对 xz EG,NEC,, 有 
产 (zz 一 NAFCzD) ,因此 f(z) Cx) 一 zi( 了 (Xi)) ,于 是 

-7 

C3 设 xX? E Hi ,x E G1 MFC) Cri) = Xs (f(r)) 一 0, 有 上 
XY) 二 0, XE Ker 了 .反之 ,了 (4%) 一 0 时 ,对 每 个 x EEG， 
Kal fx)) =F Cx) 0) =0;,M KE Hi, A Kerf =H:. 

设 KEG rE Kerf=Hi, MMF CX (rn) = Yt FT) 一 和 (0) 
一 0, 从 而 产 (xs 所 五 宇 , 即 产 ( 富 ，) —Imf CCH. 

(2) 设 Gr> Gs 是 开 辣 态 , 它 诱导 自 然 同 构 F :GH HH 


同时 广 :Cr 名 诱导 了 抽象 群 同 构 瑚 Go/Ker 产 (全 ) CRPLC 
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Gi 由 于 HHL 二 G7/B,, 冯 ==64/HL ,并 且 了 一 了 了 是 拓扑 群 同 构 ， 
软 此 了 也 是 拓扑 群 同 构 . 又 因为 了 是 安 ;/HL 到 右上 的 开 上 映射 ， 
所 以 了 是 右 到 五 上 的 开 上 映射 ， 上 

命题 4.16 作为 拓扑 空间 G 的 权 等 于 亿 的 权 . 

证 明 由 本 节 习 题 5,G 的 权 不 想 过 G 的 权 , 全 的 权 不 超过 他 
的 权 , 但 写 宇 G, 因 此 侣 的 权 等 于 G 移 权 ， 1 

例 2 设 台 是 紧 致 的 Hausdorf 交换 群 ,p 是 GG 的 1 次 线性 表 
示 , 风 对 任意 的 zEG,p(z) 是 模 等 于 1 的 复数. 令 x(z) 一 CE) ， 
则 X 是 G 的 线性 表示 p 的 特征 标 .反之 ,车 是 G 的 一 个 特征 标 ， 
则 pe) 一 ex 中 是 G 的 1 次 线性 表示 , 它 的 特征 标 是 六， 

继续 本 章 83 例 6 的 讨论 , 当 G= 久 时 ,kK 的 不 可 约 线性 表示 
om 的 特征 标 六 (rz) 一 人 6 裤 一 azvzE 天 ,naEZ. 由 例 1,{X.j .ex 是 
群 下 的 全 部 不 可 约 特征 标 ,从 而 {po} ,cz 是 下 的 不 可 约 线性 表示 
的 两 两 正 交 的 完全 组 . 


习 题 

1， 设 ff: Gr>G* 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 同 态 , 通 过 
闻 (e) 一 za。 了 定义 的 映射 了 :Go 一 人称 为 了 的 共 斩 映 射 .证 明 

(1) 产 是 拓扑 群 同 态 , 核 Ker 了 = 二 (GD ， 

《2) 当 耻 是 同 构 时 ,了 也 是 同 构 . 

2， 设 局 是 紧 致 Hausdorff 变换 和 群 , 证 明 ， 对 任意 的 0 六 E 
人 ,存在 避 的 特征 标 世 使 得 XCz)? 天 0, 进一步 证 明 当 GG 是 局 部 紧 臻 
群 时 ,结论 照样 成 立 ， . 

3. 设 避 是 紧 致 Hausdorff 交换 群 ,了 是 扬 的 子 群 , 若 对 避 中 
任意 的 x 壮 9, 存 在 XEY 使 得 xz 天 0, 风 了 一 扬 . 

4， 若 G 是 局 部 竖 致 的 Hausdorff 交换 群 , 互 是 避 的 闭 子 集 ， 
XEG,ZEH; 则 存在 XE H+ 使 得 XCz) 天 0， 
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5， 设 如 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 , 则 让 的 权 不 超过 GG 
的 权 . 

6.、 设 殷 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 ,fF 是 G 上 连续 沙 
数 , 玉 是 忆 上 连续 函数 ,分 别 定 义 


FX) = | rz?xzcedz， 


f(r) 一 [ew KCIdx 


为 与 的 Fourier 变换 .证 明 
(1) 实数 加 法 群 RR 上 连续 函数 了 上 的 Fourier 变换 是 


站 1 —int 
了 (和 一 - 奈 上 Aero dr， ER, 


(2) 复 平 面 上 单位 加 周 的 丧 法 群 $: 上 连续 函数 了 的 Fourier 
变换 是 
产 (nn) = | fredz, 人 伍 多 ， 


7， 设 互 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 G 的 开 子 群 , 则 同 
态 5: G 一 让 限制 于 子 群 H 是 同 态 8|n: 所 ~ 让 . 
8， 设 Gi ,Gn 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 ,6.; G. 一 


n As 
TAR, 则 6 一 (90):TG->TTc,, 当 每 个 上 是 同 构 时 
1 一 1 :=1 


3 也 是 同 构 . 

9. 设 妇 是 紧 致 或 离散 的 Hausdorff 交换 群 ,S 是 G 的 某 些 子 
群 的 集合 使 得 如 恰好 是 S 中 子 群 的 直 和 ,这 时 记 G= 了 (5). 当 
二 ES 时 , 令 玉 sy 一 J 了 (5 一 {里 })) 是 6 的 子 群 ; 则 

(1) =Ki, 记 天 二 一 az 

(2) G 二 HI(o(5S)) 是 它 的 子 群集 合 oC5) 一 {otI7D) IES} 的 
直 和 、. 

10， 讼 所 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 交换 群 , 玉 是 马 的 紧 致 子 
集 , 对 任 给 正 数 e, 令 
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v=|zec 


lxcz)1 < exE K), 
w= (Ze elXw’ <e,xe K}. 

(1) 证 明 8CV) 二 WW 门 8(G) ,于 是 8: G-6(G) 是 同 胚 ,并 且 马 
在 6(G}) 上 的 诱导 拓扑 使 8(G) 是 紧 致 空间 ; 

<2) 证 明 8(G) 是 全 的 闭 子 集 ， 

(3) 证 明 8CG) 是 台 的 稠密 子 集 ; 

《4) 证 明 G 与 台 同 构 ， 

1t+， 设 如 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 变换 群 , 互 是 G 的 开 子 
群 , 证 明 百 = ( HL), 

12， 设 人 是 离散 Hausderft 交换 群 ,W 是 避 的 恒 等 元 0 的 邻 
域 , 则 在 G 中 存在 有 限 生 成 子 群 妃 使 得 H+CW. 


191 


附录 A 拓扑 空间 


为 了 方便 读者 查阅 ,我 们 编写 了 这 个 附录 ,进一步 的 细节 可 以 
参考 CFL],[]],[Kj 和 [Pl] 等 . 

定义 A.1 设 久 是 一 个 集合 ,r 是 外 的 一 个 子 集 诸 , 它 的 成 
员 叫 做 的 开 集 . 若 * 满足 公理 避 ) 一 (3), 它 就 称 为 集合 的 一 
个 拓扑 : 

C1) 芭 与 空 集 名 是 开 集 ; 

C2) 两 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

《3) 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 . 
则 蕊 与 它 的 一 个 拓扑 = 称 为 一 个 拓扑 室 间 , 记 作 (二 ,二 )- 

对 于 一 个 非 空 集合 了 ,有 一 个 平凡 的 拓扑 , 即 + 仅 由 蔷 与 必 
这 两 个 子 集 组 成 ;还 有 一 个 离散 拓扑 , 妈 7 由 XX 的 全 部 子 集 组 成 . 
称 ACX 是 一 个 闭 蘑 , 若 4 在 下 中 的 补 集 久 一 4 是 一 个 开 集 . 

定 兴 和 ,2 设立 /与 芭 ; 是 两 个 拓扑 空间 ,映射 ff: 下 ,一 Xs 称 
为 连续 的 ,如 果 六 ;的 任 一 开 ( 闭 ) 集 在 f 王 的 原 像 是 苹 的 开 ( 闭 ) 
集 , 车 把 多 的 任 一 开 ( 财 } 集 映 为 X; 的 开 ( 闭 ) 集 , 则 称 了 为 开 
《 闭 ) 映 射 . 又 若 上 是 一 一 对 应 的 连续 蛇 射 ,并 且 道 映射 广 !: Xs 一 
区 ;也 是 连续 的 , 则 称 了 为 同 胚 映射 ,并 称 站 | 与 和 同 蚌 . 

定义 A.3 集合 碟 的 子 集 族 史 = (183.) 称 为 瑟 的 一 个 开 集 
基 , 如 果 

(1) 三 一 3 

(2) 对 于 史 中 任意 两 个 包含 点 了 E 区 的 成 员 Be 与 Ba, 存在 
五 ;后 静 使 得 zEBrC 呈 oo 门 吾 h、 


于 是 ,X 的 一 个 子 集 4 称 为 关于 轨 的 开 集 ,如 果 4 是 腕 的 
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若干 成 员 的 并 集 . 显然 由 所 有 关于 客 的 开 集 所 成 的 子 集 族 rt 是 六 
的 一 个 拓扑 ,并 且 光 己 rt. 如果 宽 是 一 个 拓扑 ,那么 哆 =r. 这 时 ， 
拓扑 z 称 为 由 开 集 基 葬 诱 导出 的 反扑 ,而且 下 是 这 个 拓扑 空间 
的 一 个 开 和 集 基 . 但 是 ,一 个 集合 可 以 有 不 同 的 开 集 基 . 两 个 开 集 基 
是 等 价 的 ,如 果 它 们 诱导 出 这 个 集合 的 同一 个 拓扑 . 易 见 集合 及 
的 两 个 开 集 基 :更 与 鹃 ' 等 价 当 且 仅 当 吧 中 每 个 成 负 是 关于 鹃 ' 的 
开 集 ,并 且 多 中 每 个 成 员 是 关于 鹃 的 开 集 . 

定 兴 A,4 设 了 CX 是 拓扑 空间 区 的 子 集 ,通过 在 Y 上 的 诱 
导 拓 扑 使 了 成 为 拓扑 空间 : UCY 是 开 集 当 旦 仅 当 DT 一 Y 站 7 ,其 
中 VCX 是 开 集 .这 时 ,Y 称 为 六 的 子 空 向 . 

易 见 贝 入 映射:: Y= 无 是 连续 映射 . 

定义 A.5 设 一 是 拓扑 空间 斑 的 一 个 等 价 关 系 , 通 过 在 商 集 
侣 民 / 一 上 的 诱导 拓扑 ,即使 映射 不 : 芒 一 六 /~ 为 连续 映射 的 拓扑 
: 各 是 XY/~ 中 开 集 当 且 仅 当 有 1C4) 是 尺 中 开 集 ,使 得 下/ 一 成 
为 拓扑 空间 ,就 称 为 商 空间 ,这 样 定义 的 拓扑 称 为 痪 拓扑. 它 有 具有 
普遍 性 质 : 若 1: XX 一 Z 是 连续 映射 使 得 x 一 y 时 f(x) 一 了 (yy)， 
则 存在 唯一 的 连续 映射 f*: 于 /一 一 2 使 得 f=/f* 。r, 即 有 交换 
图 ， 


不 


x 


X/~ 


定义 4.# 招 扑 空间 的 任 一 开 集 称 为 它 的 每 一 点 的 一 个 邻 
域 ,也 称 为 它 的 每 一 子 集 的 一 个 邻 域 . 

设 下 蚌 拓 站 空间 ,4CX. 一 个 点 zE4 称 为 4 的 内 点 . 如 果 
存在 z 的 邻 域 YCA. 有 2 的 所 有 内 点 的 集合 称 为 4 的 内 集 , 记 作 
int4. 点 zxE 总 的 一 个 邻 域 集合 (xz) 称 为 完全 邻 域 组 ,如 果 工 的 
任意 一 个 领域 都 包含 多 (x) 中 一 个 成 员 . 易 见 
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tr)|z€E TX} 

构成 和 的 开 集 基 . 

下 面 讨论 分 离 公理 , 设 和 是 拓扑 空间 ， 

公理 T。 任意 两 个 不 同 的 点 x 与 y 中 至 少 一 点 有 一 个 邻 域 ， 
不 包含 另 一 点 ， 

公理 T， 任意 两 全 不 同 的 点 与 ?各 有 一 个 邻 域 , 不 包含 另 
一 点 . 

公理 T， 任意 两 个 不 同 的 点 xz 与 y 各 有 一 个 邻 域 VY 与 Y,， 
使 得 VV, 二 多 ， 

公理 T， 任意 一 个 点 zz 与 不 包含 zx 的 闭 集 A 各 有 一 个 邻 域 
Vs 与 Va: 使 得 VMNYa= 多 . 

公理 了。 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 4 与 BB 各 有 一 个 邻 域 V。 
与 Va; 使 得 Va 人 Vs 二 必 . 

满足 公理 了 TT,(i 二 0,1,2) 的 拓扑 空间 称 为 Ti 空间 ,特别 把 工 , 空 
间 称 为 Hausdorff 空间 . 满足 公理 工 及 了 ,Gi 一 3,4) 的 拓扑 空间 称 
为 Ti 空间. 易 知 T 空间 一 定 是 了 /空间 ,i 二 1,2,3,4. 满足 了 : 公 
理 的 拓扑 空间 称 为 正则 空间 ,满足 TT, 公理 的 拓 提 空间 称 为 正规 空 
间 . 并 且 可 证 公理 了 ,等 价 于 独 点 集 是 闭 集 ， 

定义 A.7 设 美 是 一 个 集合 , 它 的 元 束 叫 敌 点 ,而 且 定 义 距 
离 国 数 2: XA—R. :对 任意 的 Tsyyz 马 汪 , 有 

(1) plx,y) 之 0, 并 且 等 导 成 立 当 上 且 仅 当 x+ 一 y; 

(C2) PCTIY) = ys ry} 

(3) plrre) Epr yoy; 2) 1 
则 X 称 为 度量 空间 , 对 每 个 a€EX, 设 :是 任 一 正 数 , 则 芭 中 满足 
不 等 式 ptz,a)<5 的 点 工 的 集合 称 为 a 的 一 个 邻 域 . 由 义 中 每 个 
点 的 所 有 邻 域 的 集合 所 构成 的 式 的 开 集 基 所 诱导 的 拓扑 称 为 距 
离 拓扑 ， 

于 是 每 个 度量 空间 是 正规 的 了 T 空 间 , 基 人工 , 空 间 . 

定 尺 A.8 设 A 是 拓扑 空间 久 的 一 个 子 集 ,Y= 二 {V4} 是 区 
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的 一 族 开 集 , 使 得 4 所 [jy 则 % 称 为 4 的 一 个 开 钞 赣 . 如 果 


区 中 成 员 的 个 数 是 有 限 的 ,2 就 称 为 4 的 有 限 开 杆 蓝 . 如 果 4 的 
覆盖 区 的 一 个 子 族 也 是 4 的 一 个 覆盖 , 它 就 称 为 4 的 一 个 子 覆 
音 . 拓扑 空间 下 称 为 紧 致 的 ,如 果 总 的 每 个 开 覆 盖 有 一 个 有 限 的 
子 覆 盖 . 

命题 4&.9 QD) 紧 致 拓扑 空间 文 的 每 个 闭 子 空间 是 紧 致 的 ; 

《2》 Hausdorff 空间 芋 的 每 个 紧 致 子 空间 是 闭 的 ; 

(3) 若 六 XX 了 是 从 紧 致 拓扑 空间 闫 到 拓 盾 空间 Y 的 连续 
映射 , 则 (ZX) 是 了 的 紧 致 子 集 ,从 而 紧 致 拓扑 空间 了 上 的 连续 实 
值 函 数 达 到 它 的 最 大 值 与 最 小 值 ; 

(4) 若 f: XY 是 从 紧 致 拓扑 空间 关 到 Hausdoxff 空间 YY 
的 连续 映射 , 则 了 是 闭 映 射 ,等 别 , 当 了 是 一 一 对 应 时 ,了 是 同 有 是 ; 

《5) 拓扑 空间 并 的 有 限 狗 个 紧 致 子 空 间 的 并 是 紧 致 的 ，、 上 

设 4 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 ,zEX 称 为 4A 的 一 个 棵 点 ， 
如 果 含 z 的 每 个 邻 域 都 包含 4 一 {x} 的 一 个 点 . 4 与 它 的 全 体 聚 
点 的 并 集 称 为 4 的 于 包 , 记 为 二, 显然 4 是 闭 集 当 且 仅 当 了 一 4. 
特别 当 二 = 和 时 , 称 4 为 忆 的 稠密 子 集 ， 

命题 A. 10 《1) 拓扑 空间 及 是 正则 空间 当 且 权 当 及 的 任 一 
点 的 每 个 邻 域 包含 这 个 点 的 一 个 邻 域 的 闭 包 ， 

C2) 拓扑 室 间 和 是 正规 室 间 当 且 仅 当 所 的 任 一 哮 集 的 每 个 
邻 域 包含 这 个 闭 集 的 一 个 邻 域 的 闭 包 . 

C3) Hausdortff 空间 其中 任意 两 个 不 相交 的 紧 救 子 集 4 与 吾 
有 不 相交 的 邻 域 ,从 而 每 个 紧 致 的 Hausdorff 空间 是 正则 的 ,而 且 
也 是 正规 的 ; 

(4) 拓扑 空间 站 是 正规 的 当 县 仅 当 对 于 的 任意 两 个 不 相 
交 的 闭 集 4 与 互 ,存在 连续 函数 f: 六 一 [0,1], 使 得 zx€A4 时 
flr) 一 人 而 XEB 时 f(x) 一 1], 1 

(4) 的 必要 性 部 分 就 是 著名 的 Ypacon 引 理 , 为 了 使 用 方便 ,我 
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们 给 出 ypeoa 引 理 的 另 一 种 表达 方式 : 

设 玉 是 局 部 紧 致 的 Hausderft 拓扑 空间 ,CCUCX, 其 中 
是 盛 的 紧 致 子 集 , 忆 是 总 的 开 子 集 , 则 存在 连续 函数 ff! 及 一 
[0,1], 使 得 zEC 时 六 xz 一 1 起 芝 时 7z) 一 0 并且 supp( 广 一 
{XTX 世 及 | .Ar 天 0 是 紧 致 的 . 

设 I 是 任意 指标 集 , {Xi}iez 蚌 一 族 拓 盾 空 间 , 在 积 集合 

二 TIX 
上 同 邓 拓扑， 设 多 是 互 的 开 集 基 , 则 扎 的 开 集 基 是 
敬一 他 一 TIP e 志 , 且 除了 有 限 个 ; 外 ， 
res 
Vi = Kt EL}, 
这 样 定 义 的 拓扑 称 为 莱 积 拓扑 ,X 称 为 {Xi) ej 的 拓扑 积 . 

下 述 命 题 描述 了 拓扑 积 的 基本 性 质 . 

命题 A, 11 (1) Hausder 全 空间 的 拓扑 积 也 是 Hausdorff 空 
回 ; 

[2)《Taxoacp) 紧 致 拓扑 空间 的 据 扑 积 仍 是 紧 致 拓 盾 空间， 

| 

定义 A, 12 拓扑 空间 XX 中 每 一 点 之 有 一 个 邻 域 了 ,使 得 了 
是 紧 致 的 , 则 称 芒 是 局 部 紧 致 的 . 

命题 A. 13 (1) 紧 致 拓扑 空间 是 局 部 紧 致 的 ， 

(2) 局 部 紧 致 空间 的 闭 子 空间 是 局 部 紧 致 的 ; 

C3) X==] XxX; 是 拓扑 空间 {Xi}ie: 的 拓扑 积 , 则 天 是 局 部 紧 
致 的 当 且 仅 当 每 个 Xi; 是 局 部 紧 致 的 , 且 除 了 有 限 个 i 外 ,XX; 是 紧 
致 的 ; 

(4) 设 ff: XY 是 局 部 紧 致 空间 蕊 到 拓扑 空间 了 的 开 且 满 
的 过 续 映 射 , 则 了 是 局 部 紧 致 的 ; 

(5) 设 避 是 局 部 紧 致 的 Hausder 空间 ,了 是 芒 的 紧 致 子 
集 , 忆 是 了 的 邻 域 , 则 存在 开 集 Y 使 得 7 是 紧 致 的 ,并 且 了 SYS 
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TS 

(6) 设 卫 是 局 部 紧 致 的 Hausdorff 空间 , 则 苇 的 人 纤 一 开 子 集 
是 局 部 紧 致 的 1 

最 后 ,我 们 介绍 拓扑 空间 的 连通 性 的 概念 ， 

定 炙 A.14 车 拓扑 空间 天 是 它 的 两 个 非 空 的 不 相交 的 开 子 
集 4 与 B 的 并 集 , 则 区 是 不 连通 的 拓扑 空间 ,这 时 基 =AUB 称 
为 天 的 一 个 分 解 . 车 下 不 是 不 连通 的 , 它 就 是 连通 的 拓扑 空间 , 拓 
站 空间 及 是 局 部 连通 的 ,如 果 对 每 个 ET 及 工 的 每 个 邻 域 了 ,都 
存在 x 的 连通 邻 域 U 使 得 FCY- 

又 设 了 是 拓扑 空间 ,x,yE XX, 若 存在 连续 映射 f: [0,1]- 一 ~X 
使 得 0)==a,f(1) 一 8, 则 耻 称 为 了 中 连接 与 y 的 一 条 道路 . 
若 对 于 义 中 任意 两 点 ,都 有 一 条 连接 它们 的 道路 , 则 称 了 X 是 道路 
连通 的 ， 

我 们 罗列 相关 的 性 质 如 下 ， 

命题 A.15 《1) 拓扑 空间 瑟 是 连通 的 当 且 仅 当 芒 的 子 集中 
只 有 成 与 好 是 莉 开 且 闭 的; 

《2)》 若 六 XY 是 连通 拓扑 空间 和 到 拓扑 空间 站 的 连续 映 
射 , 则 六 发 ?是 连通 的 : 

《3) 拓扑 空间 { 和 jer 的 拓扑 积 互 一 DD* 连通 的 充分 必要 
条 件 是 每 个 蕊 连通 ; 

《4) 若 拓扑 空间 三 的 子 空 间 7 是 连通 的 , 且 了 了 呈 号 二 了 , 则 
六 也 是 连通 的 ;特别 ,了 也 是 连通 的 ; 

(5》 若 了 CX 是 拓扑 空间 冯 的 连通 子 空间 , {Y,} 是 六 的 一 族 
连通 子 空间 , 且 每 个 成 员 Y, 与 了 相交 , 则 YU | | jY.) 是 连通 的 ; 

《6) 道路 连通 的 拓扑 空间 总 是 连通 的 引 

” 邵 果 后 扑 空 间 扎 的 一 个 子 空间 4 是 最 大 的 连通 子 空间 , 它 就 
称 为 外 的 一 个 连通 分 支 , 易 见 义 的 每 个 连通 子 空 间 落 在 一 个 连通 
分 支 内 ,从 而 藉 的 连通 分 支 是 天 的 团子 空间 . 
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定 湾 A.16 设 革 是 拓扑 空间 ,z* 氏 和, 所 有 和 包含 的 连通 子 
空间 的 并 称 为 下 在 zz 点 的 连通 分 支 , 记 为 Compxkz). 

命题 A.17 (1) Compx(zr)? 是 式 中 非 空 连通 闭 子 空间 , 且 磋 
一 Lj Compxlz) ; 

zrEX 

(2) 设 甘 是 紧 致 Hausdorff 空间 , 则 任意 一 点 工 的 分 支 
Compx(z) 是 包含 z 的 所 有 开 , 闭 集 之 交 . 

如 果 拓 扑 空 间 X 的 每 点 x 的 分 支 Compx{z} 一 {zx} ,那么 又 
是 完全 不 连通 的 , 显然 ,离散 空间 是 完全 不 连通 的 ， 
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附录 B zern 引 理 


设 $ 是 一 个 集合 ,如 音 在 3 的 元 素 之 间 定 义 一 个 关系 , 记 作 二 
二 7; 满足 

PO] zr; 

PO2 车 rssoyy 委 4 则 工 = 

PO3 车 zy ,yz; 则 入 z 
那么 , 称 这 个 关系 是 5S 的 一 个 半 序 ,并 把 5S 称 为 半 序 集 . 

又 设 工 是 5 的 子 集 , 则 可 以 在 TT 中 定义 半 序 ,使 得 x 所 y 在 全 
中 成 立 当 且 仅 当 z 委 ?在 3$ 中 成 立 .这 时 ,我 们 说 5 的 半 序 限制 于 
工 , 或 工 上 的 半 序 由 3 的 半 序 诱导 的 ， 

设 5 是 一 个 半 序 集 ,a5 5 称 为 5 的 最 小 元 彭 (或 最 大 元 赛 )， 
如 果 对 任意 的 zxES 都 有 a 二 zx (或 x 所 a) ;58ES 称 为 S 的 极 小 元 
素 ( 或 极 大 元 索 ) ,如 果 对 任意 的 zxES, 当 x+ 所 5( 或 5 和 +) 时 ,一 定 
有 z=6. 

一 个 半 序 集 $ 称 为 是 金 序 集 , 如 果 对 任意 的 x,y&€5 ,一定 有 
XY 或 yz 

设 工 是 半 序 集 5 的 一 个 子 集 ,mE5 称 为 了 的 上 界 ( 或 下 
界 ) ,如果 对 每 个 xzET 丁 有 x 所 所 ( 或 m 所 7z). 特别, 当 n 是 荆 的 另 一 
个 上 界 《 或 下 界 } 时 ,一 定 有 mm 所 n (或 nn 这 m); 则 sm 是 了 的 最 小 上 
界 ( 或 最大 下 界 ). 当 半 序 集 5 的 每 个 非 空 全 序 子 集 了 有 一 个 上 
界 , 则 称 5S 为 归纳 有 序 集 . 进一步 假定 半 序 集 $ 的 每 个 非 空 全 序 
子 集 了 有 一 个 最 小 上 界 , 则 称 S 为 严格 归纳 有 序 集 . 

Zorn 引 理 设 S 是 一 个 非 空 归纳 有 序 集 ,; 则 5S 中 存在 一 个 极 
大 元 素 . 和 

回忆 一 下 ,3 的 子 集 的 集合 CC 称 为 一 个 链 , 如 果 避 关于 子 集 
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的 包含 关系 是 一 个 全 序 集 ,5 的 子 集 的 集合 人 称 为 归纳 的 ,如 果 工 
中 寿 一 个 链 C={A4.} 的 并 【4 二 了 了 .这样 , 我 们 可 以 给 出 Zorn 
引 理 的 另 一 种 表述 方式 ， 

Zorn 引 理 ( 另 一 种 表述 方式 ) 设 了 是 集合 $S 的 子 集 的 非 空 
集合 ,如 亲人 是 归纳 的 ,那么 了 含有 一 个 极 大 元 素 , 即 存在 METT 
使 得 没有 4ET 真 包含 M. 

例 设 民 是 一 个 环 ,S 是 尺 中 左 理 想 集 人 台 , 对 玉 的 任意 两 个 
左 理想 工 与 ;通过 工 CL 来 定义 L 志 5' ,使 得 5 成 为 一 个 半 序 
集 , 可 以 验证 $ 是 严格 归纳 有 序 集 . 

特别 , 当 尺 是 交换 环 时 ,利用 Zorn 引 理 可 以 证 胃 玉 中 一 定 存 
在 极 大 理想 ， 

可 以 证 明 Zeorn 引 理 等 价 于 下 面 的 选择 公理 ， 

选择 公理 设 {S:jer 是 一 族 非 空 集合 , 则 存在 一 族 元 素 
{zie! 使 得 每 个 zx,€S; 
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附录 C 射影 极限 


设 {G,) 1 是 群 的 序列 , 12， Co 一 Co ,是 同 态 的 序列 , 它 
们 构成 一 个 北向 篆 , 设 C 是 所 有 幕 聚 列 {s 一 :的 集合 , 即 每 个 mmE 
人 Cs 一 ta 一 1,2 .定义 两 个 北府 列 的 积 为 1s ,145 ) 一 
{sh} ;使 得 GG 成 为 一 个 群 ,那么 局 称 为 这 个 闭 向 系 的 射 彩 极限 ， 
或 道 疝 极限 , 记 为 

G 一 limG.. 

类 似 的 ,可 以 定 浆 模 、 环 或 代数 的 逆向 系 的 射影 极限 . 

例 设 户 是 素数 ,zf 一 Z7prZ ,0 :，Z/pr+IZ 一 ZIprz 是 自 
然 同 态 , 则 p-adic 整数 环 Z, 一 limZ。. 并 且 Z; 中 元 素 可 唯一 地 表 成 


a= mp OKm 人 ep—1. 


Fe 
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汉 欧 名 词 索 引 


一 画 
一 般 线 性 群 general linear group 6 
一 致 收 族 uniformly convergent 156 
一 致 进 续 uniformly continuous 156 
一 致 完全 国 数 组 set of uniformly complete funetions 172 
一 致 肥 界 函 数组 set of uniformly bounded functions 156 
一 致 连 续 函 数组 set of uniformly continuous functions 156 

二 画 
二 面体 群 dihedral group 3 
成 面 体 群 octahedral group é 

三 画 
子 代数 subalgebra 23 
子 群 subgroup 2 
子 模 submodule 19 
子 环 subring 17 
子 表示 subrepresentation 41 
子 空间 subspace 193 
子 独 盖 subcovering 195 
上 三 角 矩 阵 ubper triangular matrix 142 
上 界 upper bound 199 
亏 数 defect 131 
亏 群 defect group .137 
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不 动 元 素 。 fixed element 

不 可 分 解 横 indecomposable module 

不 可 约 要 性 表示 irreducible linear representation 
不 变 积分 invariant integral 

不 变 测 度 。 invariant measure 

内 射 模 injective Imodule 

内 射 包 injective envelope 

内 点 interior pownt 

内 和 集 set of interior points 

上 反 辑 表示 contragtredient represeniation 
升 链条 件 ascending chain condition 

中 , 心 centre 

中 心 化 子 centralizer 

中 心 符 征 标 central character 

中 心 磊 等 元 central idempotent 

分 解 司 态 decomposition homomorphism 
分 解 矩阵 decomposition matrix 

分 离 公 理 separation axiom 

无 限 阶 元 素 infinite erder element 

元 限 群 infinite group 

开间 访 open homomorphism 

开 上 映 射 open mapping 

开 子 群 open subgroup 


开 集 open set 
开 集 基 basis of open sets 
开机 盖 open covering 


双 模 bimodule 

双 陪 集 double coset 
双边 理想 two-sided 1deal 
长 度 length 
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五 


四 面体 群 ”tettahedral group 

左 陪 集 left coset 

左 理 想 left ideal 

左 覃 left module 

左 平 移 left translation 

左 零 因子 left zero divisor 

在 平均 数 left average 

右 理 想 right ideal 

万 弄 right module 

右 平移 right transtation 

石 夫 因子 right zero djvisor 

圳 陪 柴 right coset 

石 平均 狼 right average 

平均 数 avYerage 

平衡 积 balanced product 

正则 表示 regular representation 
正则 空间 regular space 

正规 正 交 基 normael orthogonal basis 
正规 空间 normal space 

正规 化 子 normalizer 

正规 于 群 normal subgroup 

正 交 短 等 元 orthogonal idempotent 


正 变 中 心 敌 等 元 Orthogonal central idempotent 


正 交 群 orthogonal group 

归纳 有 序 舍 induetively ordered set 
外 释 exterior bower 

本 质 同 态 essential homomorphism 


本 斤 昔 一 同 态 essential monomorphisin 


本 原 寡 等 元 primitive idempotent 
对 换 transposition 
204 
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对 称 群 sytmrnetric group 

对 称 蚕 symmetric power 

对 偶 群 dual group 

对 和 矩阵 diagonal matrix 

对 偶 表 示 dual representation 

可 道 元 invertible element 

可 解 群 solvable group 

主 块 principal block 

主 理想 principal ideal 

主 理 想 整 环 principal ideal domain 
半 直 积 semidirect product 

半 单 代数 semisimple algebra 

半 单 环 semisimple ring 

半 单 模 semisimple module 

半 序 集 par-tially ordered set 

全 序 集 totally ordered set 

代数 algebra 

代数 同 态 algebra homomorphism 
代数 整数 algebraic integer 

代数 理想 algebraic ideal 

由 生成 的 子 群 subgroup generated by 5 
生成 元 。 generator 


避 


交换 群 。 commurative group 
交换 环 commutative ring 
交错 群 alternating group 
交 辣 歼 interwining number 
同 态 homomorphism 

同 构 isomorphism 

同上 是 homeomorphism 

齐 性 homogeneity 


125 


199 
199 


?75 
?17,20,141 
7+18,20,141 

192 
1] 44 
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其 轿 类 conjugate class 10 


共 堪 淆 的 亏 数 defeet of conjugate class 133 
苏 邦 类 的 亏 群 defect group of conjugate class 133 
共 施 映射 conjugate mapping 189 
次 数 degree 39 
权 weight i178 
重 数 multiplicity 53 
行列 式 determinant 7 
自然 同 态 natural homomorphism & 
自由 模 free module 27 
正 箱 环 群 metacyclic group 89 
轨道 Orbit 9 
轨道 映射 orbit mapping 153 
合成 列 composition series 13 ,2 
合 盛 因子 composition factor 13,29 
传递 transitivity 9 
有 肾 群 finire group 人 
有 限 生 成 模 finitely generated module 1 
有 限 生成 理想 finitely generated ideal ” 17 
有 有 有限 维 民 数 finite dimensional algebra 23 
有 限 开 覆盖 finite open covering 195 
有 恒 等 元 的 环 。 ring with identity ]8 
闭 子 群 closed subgroup 146 
闭 集 closed set 192 
闭 包 closure 195 
阶 order 1 
七 画 
完全 可 的 模 completely reducible module 32 
完全 不 连通 的 拓扑 群 。 completely disconnected topological group 151 
完全 邻 城 组 complete system of neighbourhoods 193 
块 block 1258 
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块 笑 等 元 bioek idempetent 

令 域 neighbourhood 

位 做。 homothety 

张 量 积 tensor product 

初等 子 群 elementary subgroup 
初级 群 primary groubp 

辛 群 symplectic group 

局 部 环 local ring 


局 部 紧 致 拓扑 群 locally compact topological group 
局 部 连通 拓扑 群 locally connected topological group 


连通 connectivity 

连通 分 支 connected component 

连续 continuity 

连续 映射 continuous mapping 

连结 linkage 

极 大 理想 maximal ideal 

极 大 元 素 maximal element 

西 表示 unitary representation 

碧 害 阵 unitary matrix 

严格 归纳 有 序 集 strictly irductively ordered set 
八 画 

环 ring 

表示 representation 

表示 空间 representation space 

表示 环 representation ring 

直 和 direct Sum 

定 程 direect product 

拓扑 空间 topologica! space 

气 杆 积 topological product 

拓扑 群 topological group 

拓扑 变换 群 。 topologica] transformation group 


125 
193 
55 
21 
95 
188 
142 
18 
149 
181 
197 
197 
156,191 
191 
125 
18 
199 
46 
46 
199 


16 
39 
39 
56 
20 
13 
192 
196 
141 
153 
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单一 - 同 态 monomorphism 

单项 表示 monomial] representation 
单位 表示 Unit representation 

单 模 simple module 

单 群 。 simpile group 

降 链 条 伞 descending chain condition 
和 Sum 

奇 置 摸 odd permutation 

轮换 cycle 

实 线性 表示 Y+eal linear representation 
线性 表示 linear representation 

忠 袜 表示 faithful representation 
限制 restriction 


卷 积 convolution 


九 


诱导 拓扑 induced topology 
话 导 表示 induced representation 
醋 等 元 identity 


道 元 inverse element 


加 


道 向 系 inverse system 

履 向 极限 inverse lmit 

这 trace 

点 群 Point group 

选择 公理 axiom of choice 


押 线 性 表示 complex linear representation 


度 曹 空间 metric space 
找 子 模 torsion module 
类 方程 class equation 
类 函数 class function 
指数 index 

除 环 skew field 


208 


特征 characteristic 

特征 标 character 

特征 标 表 character table 

特征 标 群 character group 

特征 值 eigenvalue 

特征 孙 数 eigenfunction 

特殊 线性 群 special linear group 
核 kernel 

束 理 想 pritme ideal 

射影 Projection 


射影 不 可 分 解 模 projective indecomposable module 


射 凡 模 projective module 

射影 包 Projectiwe cover 

射 感 极限 brojective limit 

离散 捧 扑 discrete topology 

离散 群 discrete group 

离散 赋值 discrete valuation 

离散 赋值 环 discrete valuation ring 
紧 致 compactness 

发 致 集 。 comparct set 

紧 致 拓扑 群 comPpact topological group 
紧 到 生成 compactly generated 
陪 集 coset 

格 lattice 

秩 rank 

真 特征 标 proper character 

乘积 拓扑 product topotogy 

振幅 gmplitude 

摘 位 子 群 commutator group 

积 product 
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根 radical 38 


十 一 
商 代 数 quotient algebra 23 
南 群 quctient group 3 
商 神 quotient module 20 
商 环 quotient ring 18 
商 空间 quotient space 193 
南大 扑 quotient topology 193 
域 field 17 
理想 ideal 17 
惕 置换 even permutation 5 
趾 高 匡 数 distance function 194 
距离 拓扑 distance topology 194 
虚 特 征 标 virtual character 66 
基础 组 fundamental system 170 
十 二 画 
御 环 群 cyclic group 3 
析 image 7 
道路 bath 197 
道路 连通 path connected 197 
链 chain 99 
等 依 equivalence | i0 
页 值 环 valuation ring 35 
短 正 合 列 short exact sequence 87 
最 大 元 察 Ereateat clement i199 
最 小 上 界 least uppber bound 199 
十 三 画 
群 . group : 1 
群 慌 数 goubp algebra 24 
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满 间 态 epimorphism 

世 扩 表示 permutation representation 
置换 permutation 

零 元 2ero 

零 尼子 annihilator 

舟 密 子 集 dense subset 


十 四 曾 


神 module 

机 约 北 reduction moduio 加 
稳定 子 群 stable subgroup 

聚 点 cluster point 


十 五 画 
释 等 元 idempotent 
咒 零 群 nilpotent group 

十 六 画 


整 闭 integrally closed 
整 环 domain 
凝聚 列 coherent seqUcnce 


其 他 


点 bel 群 abelian group 
srtin 定理 Artin theorem 
Brauet 特征 标 BRrauer character 


Brauer 定理 Brauer theorem 

Cartan 同 态 Cartan homomorphism 

Cartan 矩阵 Cartan matrix 

Cartan-Brauer 三 角形 Cartan- Brauer triangle 
Cayley 定理 


Ciifferd 定理 Clifford theorem 


19 
36,108 
9 


35 
16 


+ 


Euler- 人 P 消 数 Euler-F function 15 


Feurier 着 公 式 63 
Frobenius 子 群 ?7 
Frobenius 互 反 性 Frobenius reciprocity ?5 
Grothendieck 群 Grothendieck group 66 
Hausdezrf 空间 Hausdor{f space 194. 
Hermite 内 各 Hermite inner product 446,164 
Jordan-Halder 定理 Jordan-Hélder theorem 13 
-特征 标 上 -character 115 
Lagrange 定理 Lagrange theorem 3 
Lorentz 群 Lorentz group 142 
Mackey 定理 Mackey theorem 78 
Maschke 定理 Maschke theorem 41 
Nakayama 引 理 Nakayama lemma 38 
访 - 元 穴 p-element 34 
如 -元 桶 p' -element . 94 
户 -正则 元 素 p-regular element 94 
思 - 表 异 元 春 -singular element 112 
户 -大 各 元 宗 p-unipotent element 94 
Pp- 人 过 p-component 34 
自 - 耸 支 p' -component 94 
办 -adic 数 域 p-adic field 35 
p-adic 整数 p-adic integer 35 
p-adic 拓扑 p-adic topology 36 
p-adic 赋值 p-adic valuation 35 
户 - 按 p-block 125 
-初等 子 群 zp-elementary subgroup 94 
志 群 pp-group 11 
记 - 模 系统 p-imodular system 365 
Plancherel 公式 Planchere! formula 69,178 
Peter-Wey1 定 理 Peter-Weyl theorem 172 
Schuar 引 理 Schur lemma 33 
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Sylow z- 子 群 Sylow p-subgroup 
Sylow 定理 Sylow theorem 

TT 空间 To space 

TT; 空间 TT]1 sbace 

Ts 空间 Ts space 

了 空间 了 3 spbace 

人 ,空间 了 SPDace 

Yppeou 引 理 VparooH lemma 


Zorn 引 理 Zorn lemma 
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12 

12 
194 
194 
194 
194 
194 
195 
200 


符 号 说 明 


aa 售 a 的 赫 陪 集 

A 世 错 群 

A 4 的 零 化 子 

瓦 并 的 闭 包 

BLR) 实数 域 上 的 上 三 角 矩 阵 芍 

C, nn 阶 循环 群 

&, 共 郝 类 

Ci 共 示 类 臣 ; 的 元 素 个 数 

ctr) 工 所 在 共 思 类 的 元 素 个 数 

char F 域 己 的 特征 

人 平面 上 的 旋转 群 

Compx(z) 下 的 含 xz 的 连通 分 支 

C ， 复数 域 

[5 非 零 复数 的 习 法 群 

Db, 二 面体 群 

Da DD; 与 2 阶 群 的 直 积 

D. 平面 上 旋转 与 反射 的 群 

站 也 .与 2 阶 群 的 直 积 

dx 不 挛 测度 

E,; 单 [GJ- 模 同 构 类 的 代表 元 

e: 共 绝 类 多 中 元 者 的 和 

yn) Evulery - 闲 数 

pe EG 二 模 二 的 Brauer 特征 标 

更 射影 不 可 分 解 4LC]- 模 总 的 天 -特征 标 
FetG) G 上 复 值 类 函数 的 空间 
Fr(lGm) G 的 户 -正则 元 圳 上 的 外- 值 类 函数 的 空间 
tC) 拓扑 群 忆 上 复 值 连续 函数 的 空间 
G 群 
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HiG 

HN 或 HXN 
HMN 
H/G\N 
Homr (MM') 
HH 


(Els rin 

1 

lr 

lmy 

Ind88l 或 IndEWw] 
1 2 | 
|] Re 

CK ,A,k) 

Kerp 

KEK=R/Z 

ze 或 入) 

KC 

让) 


群 G 的 阶 

互 在 所 中 的 少数 

全 关于 六 的 商 群 

域 上 一 般 线 性 群 

z 的 女 - 轨 道 

z 在 G 中 稳定 地 群 

CG 关于 瑟 的 左 陪 集 空间 

G 的 换 位 子 群 

区 上 可 逆 线 性 变换 群 

人 的 户 正 则 元 素 的 集合 

G 的 特征 标 群 

吾 基 避 的 于 群 

再 是 G 的 正规 子 群 

含 < 的 右 陪 集 

GQ 关于 五 的 右 陪 集 空间 

吾 与 N 的 直 积 

吾 与 NN 的 半 直 积 ,其 中 要 正 规 化 和 N 
避 关 于 瑟 与 N 的 双 联 集 空间 
只 必 到 证 的 民 - 模 同 态 

Hi 售 在 瑟 , 的 某 个 共 施 子 群 中 
-轮换 

恒 等 元 

J 上 恒 等 映 射 

Pp 的 司 

9t 或 全 ) 的 诱导 表示 (或 诱导 模 ) 


nn 元 置 挽 


思 - 模 系统 

9 的 核 

与 $1 同 梅 的 初级 群 ,加 法 群 
线性 表示 pf 或 G- 模 TY) 的 特征 标 
函数 f 的 平均 数 

模 M4 的 长 典 
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口 .CR) 
Cp1) 
Pi (G) 
Ps(G) 
(5) 
到 3) 
PGLAR) 


RL(G) 

R+ (GC) 
Res8a( 或 Res8y) 
Ds- 

由 

pn ' po 

radt MY 
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道 向 系统 { 尼 ,和 He 的 射影 极限 

V 的 外 树 

域 下 土 阶 矩阵 前 集合 

MM 关于 N 的 商机 

2 与 入 的 张 量 积 

下 中 次 单位 根 的 冬 法 群 

上 中 次 单位 根 欧 莱 法 群 

p-adic 赋值 环 4 的 唯一 的 极 大 理想 

MM 中 之 不 动 点 的 集合 

吾 在 心中 的 正规 化 子 

入 与 PP 的 直 和 

射影 不 可 分 解 WCG 十 模 Ps 的 Brauer 特征 标 
实数 域 上 正 交 群 

平衡 积 

有 限 生 成 射影 上 ECG]- 模 范 睛 的 Grothendieck 群 
有 很 生成 射影 4LG]- 横 范畴 的 Grothendieck 办 
集 台 3 的 窒 集 合 

集合 5 的 非 空 子 集 的 集合 

实数 域 上 射影 一 般 线 性 群 

有 有理数 域 

p-adic 数 域 

环 RR 上 侣 的 群 代数 

正则 表示 

正则 表示 的 特征 标 

群 G 的 表示 环 , 有 限 生 成 CLC] 模 范 暑 的 
Grothendieck 群 

有 限 生成 LEG]- 模 范畴 的 Grothendieck 群 
群 上 的 特征 标的 集合 

线性 表示 2 或 G- 模 了) 的 限制 

z 在 线性 表示 p 下 芍 像 

线性 表示 P 的 对 惕 表示 或 反 固 表示 

线性 表示 po) 与 po 的 张 量 积 

及 - 模 邮 的 根 - 


RR 在 一 个 基 下 的 矩阵 


RR 属于 特征 值 的 所 有 特征 小数 及 零 孙 数 构 成 的 实 
向 量 空间 

R 实数 域 

R' ,RR 非 备 实数 的 乘法 群 , 非 负 实数 集合 , 正 实 数 的 习 法 
群 

(SY 出 SS 生成 的 群 

S. n 个 文字 前 对 称 群 

SCXY 集合 天 上 的 对 称 群 

SLa(tF) 域 下 上 特 珠 线性 群 

Stabor 之 在 如 中 的 稿 征 子 群 

SCV) TY 的 对 称 模 

Sz 单 L[Gj- 模 间 构 类 的 代表 元 集合 

Ss 单 LGjJ- 模 辣 构 类 的 代表 元 集 

Sk 单 下 [GI 烧 同 构 类 的 代表 元 集 

Ss! 修平 面 上 单位 图 周 的 葬 法 群 

| repdz x 的 不 变 积 分 

Tor{M) 对 的 找 子 模 

trta) 的 迹 

TR) 实数 域 上 对 角 抵 阵 群 

V° Y 的 对 侦 空 间 

(7 ,证 》 VV 与 煞 的 交 结 数 

‘XY) 由 鳞 生 成 的 左 理想 

xX’ 天 中 必 作 用 的 不 动 元 素 的 集合 

着 5- 初 等 子 群 所 成 的 上 的 子 群 族 

其 9 G 的 初等 子 群 所 成 的 子 群 族 

“HH, zx 共 绒 必用 于 于 

Zelx) 工 在 局 中 的 中 心 化 子 

Z{O) 仑 的 中 心 

0 零 元 

Zz 整数 环 


Zt 非 久 整数 的 集合 
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正 整 数 的 集合 

与 + 阶 循 环 群 同 构 的 初级 群 
p-adic 整数 环 

Hermite 内 积 

属于 

不 属于 

包含 于 

真 包 售 于 

空 集 


LAM] 


[B1] 


LB2] 


[CR1] 


[CR2] 


LCR3] 


CSh ] 
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[LDN] 
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